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Zusammenfassung
Mit Hilfe von restricted N-body Simulationen wird der Einfluss von Spiralsto¨rungen
auf die Geschwindigkeitsmomente bis zu 5.ter Ordnung in Scheibengalaxien diskutiert.
Dabei soll insbesondere untersucht werden, ob zeitlich variable Sto¨rungen im Stande
sein ko¨nnten, aktuelle Beobachtungsdaten wiederzugeben.
In Holmberg et al. (2007) wird von einem kontinuierlichen Anstieg der Dispersionen
der Sterne in Sonnenumgebung der Form σii ∝ tαi berichtet. Dieser, als “Aufheizung“
interpretierte Effekt, wird als disk heating bezeichnet.
Weiters wird eruiert, ob die Verha¨ltnisse in Galaxien durch die so genannte zero-heat
flux Approximation (ZHFA) beschreibbar sind.
Bei der Bestimmung der Dynamik von Sternsystemen durch Momentenbildung der
stoßfreien Boltzmann-Gleichung finden im Rahmen dieser Na¨herung lediglich Momen-
te bis zu 2.ter Ordnung Eingang in die Berechnungen. Jene der 3.ten oder ho¨heren
Ordnungen werden vernachla¨ssigt.
In einem ersten zweidimensionalen Modell mit zeitlich konstanter Sto¨rung wird dabei
den theoretischen Voraussagen (z.B.: Binney & Tremaine (2008)) entsprechend und
analog zu anderen Autoren (z.B.: Theis & Vorobyov (2008)) gezeigt, dass sa¨mtliche
Momente im Bereich der ultraharmonischen Resonanz signifikante Maxima annehmen.
Ein kontinuierlicher Anstieg der Dispersionen, a¨hnlich zu jenem in Holmberg et al.
(2007), wird dabei nicht ersichtlich.
Weiters kann der Schluss gezogen werden, dass in diesen Regionen die Vernachla¨ssigung
der ho¨heren Geschwindigkeitsmomente keine ada¨quate Anna¨herung darstellt.
Die Lindblad Resonanzen liegen im Rahmen dieser Betrachtungen außerhalb des disku-
tierten Ausschnitts der Galaxie, wodurch keine verla¨ssliche Aussage zu deren Einfluss
geta¨tigt werden kann.
Bei dem nachfolgend diskutierten dreidimensionalen Potentialmodell der Milchstraße
werden zusa¨tzlich die Eigenschaften der verwendeten Spirale wie Amplitude und Win-
kelgeschwindigkeit zeitlich variiert.
Im zuna¨chst diskutierten Falle einer konstanten Sto¨rung wird nur ein Anstieg der ra-
dialen und tangentialen Geschwindigkeitsmomente im Bereich der ultraharmonischen-
und der outer Lindblad Resonanz (UHR bzw. OLR) erkennbar. Aufgrund der Wahl
von Ωs liegt die inner Lindblad Resonanz (ILR) nicht im betrachteten Ausschnitt der
Galaxis.
Weiters erlauben die gefundenen Daten die Schlussfolgerung, dass zeitlich konstante
Spiralsto¨rungen generell nicht im Stande seien die beobachteten Werte der Dispersio-
nen in Sonnenumgebung zu reproduzieren.
Es wird gezeigt, dass auch die Verwendung einer variablen Amplitude der Spirale keine
inhaltlich unterschiedlichen Resultate zum Falle der konstanten Sto¨rung zu erzielen
vermag. Womit auch eine solche als Hauptmechanismus des disk heatings ausscheidet.
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Jedoch wird gefunden, dass die Sta¨rke der Amplitude im Stande ist, den Einfluss der
Resonanzerscheinungen auf die σii zu regulieren.
Die zeitliche Variation der Winkelgeschwindigkeit hingegen bewirkt durch die fort-
wa¨hrende Verschiebung der Resonanzen eine “Aufheizung“ der Scheibe in wesentlich
breiteren radialen Bereichen. Zudem findet man dabei ungleich ho¨here Zahlenwerte der
Dispersionen.
Eine Entwicklung der σrr und der σφφ wie in Holmberg et al. (2007) fu¨r Sterne in
Sonnenumgebung kann allerdings auch hierbei nicht festgestellt werden.
Zuletzt wird der Einfluss auf die Geschwindigkeitsmomente im Falle einer Spirale mit
zeitlich variabler Amplitude und Winkelgeschwindigkeit diskutiert. Die dabei erhalte-
nen Resultate entsprechen weitestgehend jenen der zuvor betrachteten Situation, bei
welcher lediglich Ωs eine Zeitabha¨ngigkeit aufwies.
Ein den Beobachtungen entsprechender Anstieg der Dispersionen kann jedoch auch da-
bei nicht erzielt werden.
Da allerdings bei diesem Ansatz die Mo¨glichkeit gegeben ist, mit Amplitude und Win-
kelgeschwindigkeit sowohl Sta¨rke als auch den radialen Bereich der Einflussnahme der
Resonanzen auf die σii zu lenken, scheint dieser am “vielversprechendsten“ zu sein, das
disk heating zu reproduzieren.
Eine genaue Untersuchung, welche Kombinationen der beiden angesprochenen Effekte
dies bewerkstelligen ko¨nnte, geht jedoch u¨ber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
Bei sa¨mtlichen Betrachtungen zum dreidimensionalen Modell wird gefunden, dass die
Momente in Richtung normal zur galaktischen Scheibe durch die verwendete Spiralsto¨-
rung keinerlei entscheidende Anregung erfahren.
Dieser Befund steht in vollkommenen Einklang mit den theoretischen Vorhersagen
(z.B.: Binney & Tremaine (2008) und den Resultaten anderer Autoren (z.B: Carlberg
(1987)).
Zudem wird auch stets festgestellt, dass die Zahlenwerte der jeweiligen 3.ten und ho¨-
heren Momente in den Zonen der wichtigsten Resonanzen nicht vernachla¨ssigbar sind
und somit die zero-heat flux Approximation in diesen Bereichen keine gute Na¨herung
darstellt.
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Abstract
Using restricted N-body simulations the influence of spiral perturbations in disk gala-
xies upon the velocity moments up to 5th order is discussed. The main focus is put
on the task whether time dependent perturbations could be able to reproduce recent
observation data.
Holmberg et al. (2007) report on a continuous rise of the dispersions of stars in the
solar neighborhood of σii ∝ tαi . This certainty is often referred to as disk heating.
Furthermore it´s examined if the so called zero-heat flux assumption (ZHFA) is an ap-
propriate approach to model disk galaxies. An ansatz to analyze the dynamics of stellar
systems is the calculation of moments of the collisionless Boltzmann equation. Within
the scope of the ZHFA all velocity moments of 3rd or higher order are neglected.
Primarily the impact of a time independent spiral perturbation in the case of a two
dimensional model is considered. In nicely agreement with theoretical considerations
(e.g. Binney & Tremaine (2008)) and the results of other authors (e.g. Theis & Vorobyov
(2008)) it´s found that all velocity moments gain significant maxima in the region of
the ultraharmonic resonance (UHR).
Thus it´s proven that the ZHFA fails to provide for an advisable approximation in this
spatial location.
A continuous rise of the dispersions, similar to the one found in Holmberg et al. (2007)
is not detected.
The Lindblad resonances do not lie within the considered radial bounds of the galaxy
and hence no assured statement about their influence on the velocity moments could
be derived.
In the subsequent task of a three dimensional model for our galaxy the additional cases
of temporally variable amplitude and pattern speed of the spiral are discussed.
The primarily examined context of a steady perturbation shows just a certain rise of
the radial and tangential dispersions at the regions of the ultraharmonic and the outer
Lindblad resonance. Due to the choice of the fixed pattern speed the position of the
inner Lindblad resonance is beyond the examined part of the galaxy.
Furthermore the received results suggest that time independent spiral perturbations
generally fail to reproduce the observed dispersions in the vicinity of the sun.
The following considered case of variable spiral strength shows no significant differences
compared to the previous one. Thus this kind of time dependency could be excluded
as the main mechanism for disk heating too.
However it is found that the strength of the amplitude is capable to regulate the
influence of the major resonances.
As a result of the constant displacement of the radii of the resonances the usage of
a spiral with a time dependent pattern speed causes a heating effect in a much more
expanded area. Besides the values of the velocity moments reach significant higher
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levels.
But the ambition to replicate the observed data fails in this case again.
Finally the evolution of the dispersions under the influence of both, variable amplitude
and pattern speed, is examined.
The results of these investigations strongly resemble the ones obtained in the previous
case.
A continuous rise of the dispersions of the stars in the solar vicinity is not achieved.
However this approach offers the opportunity to adjust amplitude and pattern speed
and thus permits the control of the strength as well as of the range of the influence of
the resonances. Therefore the combination of these two effects looks most promising to
reproduce the observed velocity dispersions.
A detailed discussion which combinations could do so is beyond the scope of this current
work.
All considerations in the context of the three dimensional model show that the velocity
moments into vertical direction remain largely unaffected by the spiral structure. This
result is perfectly in line with the theoretical prediction (e.g. Binney & Tremaine (2008))
as well as with the findings of other authors (e.g. Carlberg (1987)).
Furthermore it´s determined that the values of the velocity moments of 3rd or higher
order are not negligible in the regions of the major resonances and thus the zero-heat
flux assumption (ZHFA) is inappropriate to provide for an advisable approximation in
these spatial areas.
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Kapitel 1
Einleitung
In diesem Kapitel sollen die physikalischen Grundlagen und Begriffe, auf welchen die
vorliegende Arbeit basiert, kurz erla¨utert werden. Im Wesentlichen beruht diese Ein-
leitung auf den Ausfu¨hrungen in Binney & Tremaine (2008) (bzw. Binney & Tremaine
(1994)) und Binney & Merrifield (1998). Fu¨r eine ungleich umfassendere und detail-
liertere Diskussion sei dem Leser eben genannte Literatur empfohlen.
1.1 Spiralgalaxien und die Milchstraße
Galaxien werden anhand ihrer Gestalt in Elliptische- und Scheibengalaxien eingeteilt.
Eine weitere Gruppe stellen die irregula¨ren Galaxien dar. Diese sind kleiner und nicht
eindeutig einer der beiden erst genannten Hauptformen zuzuordnen. Das allgemein
verwendete Klassifikationsschema (siehe Abb. 1.1) geht auf den amerikanischen Astro-
nomen Edwin Hubble (1889 - 1953) zuru¨ck.
Abbildung 1.1: Galaxienklassifikation nach E.Hubble
Dabei finden sich am einen Ende die elliptischen Galaxien, welche als mehr oder weni-
ger abgeplattete Ellipsen erscheinen, und am anderen Ende die Scheibengalaxien. Diese
bestehen im Allgemeinen aus einer du¨nnen Scheibe, welche einen kleinen spha¨rischen
Zentralbereich, den so genannten bulge, umgibt. In solchen Scheiben sind immer Spi-
ralarme verschiedener La¨nge und Auspra¨gung zu finden. Man unterscheidet je nach
deren Gestalt und der Ma¨chtigkeit des bulge die Untergruppen Sa, Sb und Sc.
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Manche Scheibengalaxien weisen zusa¨tzlich eine mehr oder weniger balkenfo¨rmige Zen-
tralregion auf. Dieser so genannte bar definiert weitere Untergruppen der Scheibenga-
laxien SBa, SBb und SBc. Weiters sind auch die irregula¨ren Galaxien eingetragen. Man
nimmt an, dass sich in den Zentren fast aller Galaxien Schwarze Lo¨cher befinden.
1.1.1 Struktur galaktischer Scheiben
Die Oberfla¨chenhelligkeit von galaktischen Scheiben folgt in guter Na¨herung einem
Exponentialgesetz (Freeman (1970))
Σ(r) ∝ e−r/rd , (1.1)
wobei rd eine Skalenla¨nge im Bereich von einigen kpc beschreibt.
Das vertikale Dichteprofil wird ha¨ufig ebenfalls mit Hilfe eines Exponentialzusammen-
hanges dargestellt (z.B. Banerjee & Jog (2007)). Alternativ dazu wird hierfu¨r auch oft
eine etwas glattere Beschreibung mit einem sech2(z/z0) Gesetz verwendet. Die dabei
auftretende Skalenho¨he z0 liegt im Bereich von einigen hundert pc.
Im Gegensatz zu elliptischen Galaxien findet man in Scheibengalaxien rege Sternent-
stehung. Diese liegt zusammen mit HII-Regionen hauptsa¨chlich in den Spiralarmen.
Junge, blaue O- und B- Sterne tragen wesentlich zur Sichtbarkeit der Arme bei.
Schematisch betrachtet steigt die Rotationsgeschwindigkeit vc(r) der Sterne im Zentral-
bereich der Scheibe beinahe linear und na¨hert sich nachfolgend einem konstanten Wert
an. Da dies nur durch große gravitative Massen hervorgerufen werden kann, wird ver-
mutet, dass galaktische Scheiben von beachtlichen Mengen Dunkler Materie umgeben
sind.
Die physikalischen Mechanismen, welche Spiralarme in Scheibengalaxien entstehen las-
sen, sind nach wie vor nicht bis ins letzte Detail bekannt. Jedoch wurde schnell klar,
dass diese Erscheinungen nicht durch einfache Sternansammlungen gebildet werden
ko¨nnen. Solche Materiearme wu¨rden aufgrund der differentiellen Rotation in galakti-
schen Scheiben innerhalb ku¨rzester Zeit aufgewickelt. Man spricht folgerichtig in diesem
Zusammenhang vom so genannten Aufwickelproblem (engl. winding problem).
Gegenwa¨rtig versucht man dieses Pha¨nomen mit Hilfe der Dichtewellen-Theorie zu er-
kla¨ren, welche vom schwedischen Astronomen Bertil Lindblad (1895 - 1965) aufgestellt
und von Chia C. Lin und Frank Shu weiterentwickelt wurde (Lin & Shu (1964), Lin
(1966), Lin et al. (1969)). Dabei werden die Spiralarme als wellenartige Sto¨rung im
Potential selbst beschrieben.
1.1.2 Die Milchstraße
Unsere Galaxis wird als Sbc Galaxie im Hubble-Schema klassifiziert. Da im Zentral-
bereich auch ein Balken beobachtet wird, findet man in der Literatur auch SBbc als
Klassifikation.
Die radiale Entfernung der Sonne R vom galaktischen Zentrum liegt im Bereich von
8± 0.5 kpc. Ihre vertikale Distanz von der galaktischen Scheibe betra¨gt wenige pc. Die
Messungen der Rotationsgeschwindigkeiten am Sonnenradius liefern vc(R) = 220±20
km/s (alle Angaben aus Binney & Tremaine (2008)).
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Das vertikale Profil der Milchstraße wird ha¨ufig mit einem Exponentialgesetz (vgl.
Gl.(1.1)) angegeben. Man unterscheidet zwischen zwei verschiedenen Sternpopulationen
mit unterschiedlichen Skalenho¨hen. Fu¨r die du¨nne Scheibe wird dabei ein Wert von ca.
300 pc angenommen. Die Sterne der dicken Scheibe sind im Allgemeinen a¨lter und
weisen eine geringere Metallizita¨t auf. Ihre Skalenho¨he ist in der Gro¨ßenordnung von
ca. 1 kpc.
Abbildung 1.2: Ku¨nstlerische face-on Darstellung der Milchstraße; aus www.wikipedia.de (Urheber:
NASA/JPL-Caltech/R. Hurt)
In Abb. 1.2 wird die momentan vermutete Gestalt der Galaxis illustriert. Die galakti-
sche Rotation erfolgt in der dargestellten Weise im Uhrzeigersinn. Da dabei die Enden
der Spiralarme anschaulich “nachgezogen“ werden, spricht man von trailing Armen.
In Analogie zu dem Konzept der kinetischen Gastheorie, wonach die Temperatur pro-
portional zum Quadrat der Geschwindigkeitsdispersion sei, spricht man auch im Zusam-
menhang von Sternbewegungen von Temperaturen. Sind die ungeordneten Geschwin-
digkeiten einer Population kleiner als die mittlere Geschwindigkeit, so bezeichnet man
das System als dynamisch “kalt“. Im gegenteiligen Falle charakterisiert man das Stern-
system als dynamisch“heiß“. In diesem Sinne besitzt die Milchstraße eine kalte Scheibe.
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1.2 Stellardynamik
1.2.1 Die stoßfreie Boltzmann-Gleichung
Im Mittel sind enge Begegnungen einzelner Sterne in Galaxien sehr selten und ko¨nnen
daher vernachla¨ssigt werden. Aus diesem Grund findet im Rahmen der Stellardynamik
die so genannte stoßfreie Boltzmann-Gleichung Anwendung. Diese dient unter anderem
zur selbstkonsistenten Beschreibung eines Sternsystems. Im Folgenden wollen wir uns
diese wichtige Grundgleichung plausibel machen.
Zuna¨chst mu¨ssen einige vereinfachende Annahmen getroffen werden:
• Einzelne Sterne werden weder neu gebildet noch zersto¨rt.
• Die Sterne ko¨nnen im Sinne der kinetischen Gastheorie als Sternengas behandelt
und statistisch unabha¨ngig voneinander betrachtet werden.
• Die auftretenden Kra¨fte sind mit Hilfe der Newtonschen Dynamik beschreibbar
und das wirkende Potential ist nur durch den kollektiven Effekt der anderen
Sterne gegeben. Es soll also
~˙v = −~∇Φ (1.2)
gelten.
• Die Entwicklung des Sternsystems kann durch eine Verteilungsfunktion (bzw.
Phasenraumdichte) der Form f (~r,~v, t) beschrieben werden. Somit ist die Wahr-
scheinlichkeit einen Stern zur Zeit t in einem bestimmten Phasenraumelement
d~rd~v um (~r,~v) zu finden gleich f (~r,~v, t) d~rd~v. Daraus folgt auch unmittelbar,
dass f (~r,~v, t) ≥ 0 sein muss. Des weiteren soll die Verteilungsfunktion f nor-
miert sein, also
∫
f (~r,~v, t) d~rd~v = 1 gelten.
Den Ausgangspunkt fu¨r die nachfolgenden U¨berlegungen stellt die Kontinuita¨tsglei-
chung dar. Fu¨r eine eindimensionale Bewegung in x-Richtung lautet diese
∂n
∂t
+
∂nvx
∂x
= 0, (1.3)
wobei die Variable n die Teilchenzahldichte bezeichnet.
Unter Verwendung der geforderten Annahmen, kann man analog zu Gl. (1.3) eine
Kontinuita¨tsgleichung fu¨r den Phasenraum ~ω ≡ (~r,~v) angeben
∂f
∂t
+
6∑
k=1
∂fω˙k
∂ωk
= 0. (1.4)
Da die Geschwindigkeit ~v keine Funktion des Ortes ist und nach Gl. (1.2) das Potential
nicht von der Geschwindigkeit abha¨ngen soll, gilt
6∑
k=1
∂ω˙k
∂ωk
=
3∑
i=1
(
∂vi
∂xi
+
∂v˙i
∂vi
)
=
3∑
i=1
(
− ∂
∂vi
(
∂Φ
∂xi
))
= 0. (1.5)
Unter Verwendung der Relation (1.5) folgt aus Beziehung (1.4) schließlich die stoßfreie
Boltzmann-Gleichung
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∂f
∂t
+
3∑
i=1
(
vi
∂f
∂xi
− ∂Φ
∂xi
∂f
∂vi
)
= 0, (1.6)
bzw. in vektorieller Schreibweise
∂f
∂t
+ ~v · ∂f
∂~x
− ∂Φ
∂~x
· ∂f
∂~v
= 0. (1.7)
Gema¨ß der Definition der Verteilungsfunktion f (~r,~v, t), folgt fu¨r die Anzahldichte
n (~r, t) =
∫
f (~r,~v, t) d~v. (1.8)
Unter der Annahme, dass alle Sterne die gleiche Masse m besitzen, la¨sst sich mit Hilfe
der Poissongleichung und der Relation (1.8) schreiben
∆φ = 4piGρ = 4piGmn = 4piGm
∫
f (~r,~v, t) d~v. (1.9)
Durch das Gleichungssystem aus (1.6) bzw. (1.7) und (1.9) ist die Dynamik eines selbst-
gravitierenden Sternengases vollsta¨ndig beschrieben. Jedoch kann, nicht zuletzt auf-
grund der großen Anzahl der Sterne, die Form der Verteilungsfunktion f (~r,~v, t) nicht
genau bestimmt werden.
1.2.2 Die Jeans-Gleichung und Geschwindigkeitsmomente
In Abschnitt 1.2.1 wurde die Verteilungsfunktion f (~r,~v, t) eingefu¨hrt. Wird diese u¨ber
den Geschwindigkeitsraum integriert, so erha¨lt man das 0.te Geschwindigkeitsmoment,
die Dichte (siehe Gl.(1.8)).
Das 1.te Moment wird berechnet, indem die Verteilungsfunktion f mit vi multipliziert,
und wiederum u¨ber den Geschwindigkeitsraum integriert wird. Es liefert die mittlere
Geschwindigkeit
vi (~r, t) ≡ 1
n
∫
vif (~r,~v, t) d
3v. (1.10)
In analoger Weise werden ho¨here Momente durch Kombinationen ho¨herer Potenzen der
drei Komponenten der Geschwindigkeit gebildet. So wird das 2.te Moment definiert als
vivj ≡ 1
n
∫
vivjf (~r,~v, t) d
3v. (1.11)
Die Streuung der einzelnen Geschwindigkeitskomponenten um ihre Mittelwerte wird
durch den Tensor der Geschwindigkeitsdispersion beschrieben. Dessen Definition lautet
σ2ij ≡ (vi − vi)(vj − vj) = vivj − vi vj, (1.12)
wobei im letzten Schritt die Eigenschaft aus Gl. (1.10) verwendet wurde.
Aus Gl. (1.12) ist auch sofort ersichtlich, dass der Dispersionstensor per definitionem
symmetrisch ist. Es gilt also
5
KAPITEL 1. Einleitung
σ2ij = σ
2
ji. (1.13)
Zur Ableitung der Jeans-Gleichung wird die Boltzmann-Gleichung (1.6) zuna¨chst u¨ber
den Geschwindigkeitsraum integriert∫
∂f
∂t
d3v +
∫
vi
∂f
∂xi
d3v −
∫
∂Φ
∂xi
∂f
∂vi
d3v = 0. (1.14)
Da die Ortskoordinaten nicht von den Geschwindigkeiten abha¨ngen, ko¨nnen die Orts-
ableitungen in Gl. (1.14) vor die Integrale gezogen werden. Mit der Annahme, dass die
Verteilungsfunktion fu¨r große Geschwindigkeiten gegen 0 strebt, also f(vi = ±∞) = 0,
verschwindet der letzte Term auf der linken Seite von Gl. (1.14). Mit Hilfe der Bezie-
hungen (1.8) und (1.10) erha¨lt man schließlich die Momentengleichung 0.ter Ordnung,
welche die Kontinuita¨tsgleichung eines Sternengases darstellt
∂n
∂t
+
∂(nvi)
∂xi
= 0. (1.15)
Um, in Analogie zur Hydrodynamik, eine Bewegungsgleichung abzuleiten, wird die
Boltzmann-Gleichung (1.6) mit der Geschwindigkeitskomponente vj multipliziert und
wiederum u¨ber den Geschwindigkeitsraum integriert∫
∂f
∂t
vjd
3v +
∫
vivj
∂f
∂xi
d3v − ∂Φ
∂xi
∫
vj
∂f
∂vi
d3v = 0. (1.16)
Der letzte Term in Relation (1.16) ergibt partiell integriert∫
vj
∂f
∂vi
=
∫
vj [f(vi)]
vi=∞
vi=−∞ d
2vj 6=i −
∫
∂vj
∂vi
fd3v = 0− δijn. (1.17)
Unter Verwendung von Gl. (1.11) gelangt man somit zur Momentengleichung 1.ter
Ordnung. Diese dient zur Beschreibung des Impulstransports
∂nvj
∂t
+
∂nvivj
∂xi
+ n
∂Φ
∂xj
= 0. (1.18)
Wird der erste Term in Gl. (1.18) mit Hilfe der Kontinuita¨tsgleichung (1.15) umgeformt
und die Definition des Dispersionstensors (1.12) verwendet, so findet man
n
∂vj
∂t
+ nvi
∂vj
∂xi
= −∂(nσ
2
ij)
∂xi
− n ∂Φ
∂xj
. (1.19)
Diese Gleichung weist augenscheinlich große A¨hnlichkeit zur Euler-Gleichung, der Be-
wegungsgleichung der Hydrodynamik, auf. Anstelle des Druckgradienten der Euler-
Gleichung findet man in Gl. (1.19) den Gradienten des Dispersionstensors.
In Analogie zum Anfang dieses Abschnitts, bei dem Momente der Verteilungsfunk-
tion f (~r,~v, t) bestimmt wurden, werden auf eben beschriebene Weise Momente der
Boltzmann-Gleichung gebildet. Dabei treten allerdings in den Momenten i.ter Ordnung
jeweils Momente der Ordnung i+1 auf. So findet man beispielsweise im 0.ten Moment
der Boltzmann-Gleichung, der Kontinuita¨tsgleichung (1.15), das erste Moment nvi.
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Die Berechnung der Bewegung in stellaren Systemen erfolgt durch Lo¨sung der
Boltzmann-Gleichung (1.6) fu¨r die Verteilungsfunktion f (~r,~v, t). Deren erste Momente,
wie die Dichte (1.8), die mittlere Geschwindigkeit (1.10) und die Geschwindigkeitsdi-
spersion (1.12) ko¨nnen, zumindest teilweise, aus den Beobachtungen bestimmt werden.
Durch Momentenbildung der Boltzmann-Gleichung erha¨lt man die entsprechenden Be-
ziehungen fu¨r n, nvi und nσ
2
ij.
Wie im vorhergehenden Absatz bereits erwa¨hnt, entha¨lt jedoch jedes dieser Momente
wiederum das Moment der na¨chstho¨heren Ordnung. Ein Ansatz, um dieses Gleichungs-
system abzuschließen, ist die so genannte zero-heat flux Approximation (ZHFA).
Unter der Annahme, dass zwei-Ko¨rper Relaxationen das betrachtete System nicht ent-
scheidend beeinflussen, werden dabei die Momente dritter Ordnung vernachla¨ssigt. Der
Umstand, dass typische Scheibengalaxien wie die Milchstraße Relaxationszeiten go¨ßer
als das Alter des Universums aufweisen, rechtfertigt diese Annahme.
Unter Verwendung dieser Na¨herung, erha¨lt man ein System aus 10 partiellen Differen-
tialgleichungen:
• die Kontinuita¨tsgleichung
• drei Momentengleichungen in jeder der drei Raumrichtungen
• sechs Beziehungen fu¨r die Komponenten des (symmetrischen) Dispersionstensors
Eine genaue Auflistung dieses Gleichungssystems am Beispiel einer flachen Scheibe
findet man im Anhang von Vorobyov & Theis (2006).
1.2.3 Die Epizykel-Approximation
In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Gesetze fu¨r die Bewegung von Ster-
nen in axialsymmetrischen Potentialen Φ(r, z) kurz erla¨utert. Die Potentiale sollen im
Folgenden auch symmetrisch bezu¨glich der galaktischen Ebene (d.h. z = 0) sein.
In derartigen Systemen, stellen die Gesamtenergie der Bewegung eines Sterns und die
z-Komponente seines Bahndrehimpulses Erhaltungsgro¨ßen dar.
In der Epizykelapproximation wird die Sternbewegung zerlegt in eine kreisfo¨rmige Be-
wegung mit Radius Rg, dem Fu¨hrungszentrum (engl. guiding center), und Frequenz
Ωg, sowie in eine zweite, ellipsenfo¨rmige, der ersten aufgesetzten Bewegung mit der
Epizykelfrequenz κ.
In dieser Na¨herung beschreiben die Sterne in der Ebene so genannte Rosettenbahnen
und oszillieren unabha¨ngig davon in z-Richtung.
Gema¨ß der Newtonschen Mechanik kann die tangentiale Kreisbahngeschwindigkeit
(engl. circular speed) vc geschrieben werden als
v2c (r) ≡ r
∂Φ
∂r
. (1.20)
Damit ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit Ω zu
Ω2 (r) =
1
r
∂Φ
∂r
. (1.21)
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Die allgemeine Bewegungsgleichung lautet (vgl. Gl. (1.2))
d2~r
dt
= −∇Φ(r, z). (1.22)
Zur weiteren Betrachtung werden Zylinderkoordinaten verwendet. Die einzelnen Kom-
ponenten von Relation (1.22) lauten somit
r¨ − rφ˙2 = −∂Φ
∂r
(1.23)
d
dt
(
r2φ˙
)
= 0 (1.24)
z¨ = −∂Φ
∂z
. (1.25)
Aus Gleichung (1.24) folgt unmittelbar durch Integration die Erhaltung der
z-Komponente des Drehimpulses. Man erha¨lt
Lz = r
2φ˙. (1.26)
Fu¨hrt man das effektive Potential
Φeff (r, z) ≡ Φ (r, z) + L
2
z
2r2
(1.27)
ein, so ko¨nnen mit Hilfe dieser Beziehung und Gl. (1.26) die Bewegungsgleichungen der
beiden u¨brigen Komponenten umgeschrieben werden
r¨ = −∂Φ
∂r
+
L2z
r3
= −∂Φeff
∂r
(1.28)
z¨ = −∂Φ
∂z
= −∂Φeff
∂z
. (1.29)
Folglich kann die dreidimensionale Bewegung eines Sterns in einem axialsymmetrischen
Potential Φ(r, z) auf eine zweidimensionale Bewegung in der (r, z)-Ebene reduziert
werden. Die Gesamtenergie eines Sterns ist dabei durch
E =
1
2
(
r˙2 + z˙2
)
+ Φeff(r, z) (1.30)
gegeben. Die physikalische Deutung von Φeff wird augenscheinlich, wenn man sein Mi-
nimum betrachtet
0 =
∂Φeff
∂r
=
∂Φ
∂r
− L
2
z
r3
(1.31)
0 =
∂Φeff
∂z
. (1.32)
Die letztere dieser beiden Bedingungen ist trivialerweise in der gesamten z = 0 Ebene
erfu¨llt. Fu¨r die Gleichung in radialer Richtung (1.31) erha¨lt man einen bestimmten
Radius, den guiding-center Radius Rg
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(
∂Φ
∂r
)
(Rg ,0)
=
L2z
R3g
= Rgφ˙
2. (1.33)
Dieses Minimum bewegt sich also auf einem kreisfo¨rmigen Orbit im Abstand Rg, mit
Drehmoment Lz und der Winkelgeschwindigkeit φ˙.
Definiert man nun den Abstand relativ zu Rg als
x ≡ r −Rg, (1.34)
dann liefert eine Taylorentwicklung des effektiven Potentials um den Punkt Rg
Φeff = Φeff(Rg, 0) +
1
2
(
∂2Φeff
∂r2
)
(Rg ,0)
x2 +
1
2
(
∂2Φeff
∂z2
)
(Rg ,0)
z2 +O(xz2) + ... (1.35)
Der zu xz proportionale Term in Gl. (1.35) verschwindet, da wir das Potential als sym-
metrisch bezu¨glich der a¨quatorialen Ebene angenommen haben. Die Terme in O(xz2)
und den ho¨heren Potenzen von x und z werden vernachla¨ssigt.
Weiters definiert man:
κ2(Rg) ≡
(
∂2Φeff
∂r2
)
(Rg ,0)
(1.36)
ν2(Rg) ≡
(
∂2Φeff
∂z2
)
(Rg ,0)
(1.37)
Die Gro¨ßen κ und ν besitzen die Dimension Zeit−1 und werden als Epizykel- bzw.
vertikale Frequenz bezeichnet.
Mit Hilfe der eben eingefu¨hrten Frequenzen lassen sich die Bewegungsgleichungen (1.28)
und (1.29) in besonders einfacher Art schreiben
x¨ = −κ2x (1.38)
z¨ = −ν2z. (1.39)
Die Ru¨cksubstitution von Φeff aus (1.27) liefert
κ2 =
(
∂2Φ
∂r2
)
(Rg ,0)
+
3L2z
R4g
(1.40)
ν2 =
(
∂2Φ
∂r2
)
(Rg ,0)
. (1.41)
Fu¨r die Kreisfrequenz aus Relation (1.21) folgt mit Gl. (1.33)
Ω2 (r) =
1
r
(
∂Φ
∂r
)
(r,0)
=
L2z
r4
. (1.42)
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Damit la¨sst sich die Epizykelfrequenz κ schreiben als
κ2(Rg) =
(
r
dΩ2
dr
+ 4Ω2
)
Rg
. (1.43)
Die allgemeine Lo¨sung der Bewegungsgleichung in radialer Richtung (1.38) lautet
x(t) = X cos(κt+ ψ), (1.44)
wobei X und ψ aus den Anfangsbedingungen folgende Konstanten darstellen. In einem
lokalen kartesischen Bezugssystem (x, y) ist die ebene Bewegung durch Gl. (1.44) und
y(t) = −Y sin(κt+ ψ) (1.45)
festgelegt.
Somit stellen die Gleichungen (1.44) und (1.45) die vollsta¨ndige Lo¨sung der Bewegung
eines Ko¨rpers in der Epizyklen-Approximation dar.
Die Bewegung in z-Richtung ist von der Bewegung in der Ebene vollkommen unabha¨n-
gig und die allgemeine Lo¨sung der Bewegungsgleichung (1.39) lautet
z(t) = Z cos(νt+ ξ), (1.46)
wobei die Konstanten Z und ξ wiederum aus den Anfangsbedingungen folgen.
Bezeichnet man die Halbachsen der Epizykelellipse in radialer bzw. tangentialer Rich-
tung mit X und Y , so gilt fu¨r deren Achsenverha¨ltnis
Y
X
=
2Ω
κ
. (1.47)
In den Zentralbereichen einer Galaxie nimmt die Rotationsgeschwindigkeit na¨herungs-
weise linear mit dem Radius zu. Damit folgt, dass die Winkelgeschwindigkeit Ω in
diesen Regionen beinahe konstant bleibt und mit Gleichung (1.43) gilt κ ' 2Ω.
Im Gegensatz dazu, findet man in den Außenbereichen eine Keplerbewegung mit Ω ∝
r−3/2, wodurch sich κ ' Ω ergibt. Zusammenfassend kann man also grob abscha¨tzen
Ω . κ . 2Ω. (1.48)
Aus letzterer U¨berlegung und mit Gl. (1.47) folgt, dass die Epizykelellipse im Rahmen
dieser Approximation immer in tangentialer Richtung elongiert ist.
Je nach Anwendung kann es sinnvoll sein, die Beziehung (1.43) fu¨r κ umzuschreiben.
Will man beispielsweise die Ableitungen der Winkelgeschwindigkeit Ω durch Ableitun-
gen der Kreisbahngeschwindigkeit vc ersetzen, so kann man folgendermaßen vorgehen
κ2(Rg) = Ω
2
(
r
Ω2
dΩ2
dr
+ 4
)
Rg
= Ω2
(
d ln Ω2
d ln r
+ 4
)
Rg
= Ω2
(
2
d ln Ω
d ln r
+ 4
)
Rg
. (1.49)
Setzt man fu¨r Ω = vc/r ein, so erha¨lt man gema¨ß den Rechenregeln fu¨r Logarithmen
fu¨r die Ableitung in Gl. (1.49)
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d ln Ω
d ln r
=
d ln (vc/r)
d ln r
=
d ln vc
d ln r
− d ln r
d ln r
. (1.50)
Der letzte Term in Relation (1.50) ergibt genau 1, somit folgt schließlich in Gl. (1.49)
eingesetzt
κ(Rg) = Ω
√
2
(
1 +
d ln vc
d ln r
)1/2
Rg
. (1.51)
1.2.4 Bewegung in rotierenden Potentialen
Im vorangegangen Abschnitt wurden axialsymmetrische Potentiale betrachtet, wobei
die Gesamtenergie E und der Drehimpuls L Erhaltungsgro¨ßen darstellten.
Bei rotierenden Systemen, wie beispielsweise Spiralgalaxien, erweist sich die Verwen-
dung eines mitrotierenden Koordinatensystems als sinnvoll. In diesem Falle liegt keine
Axialsymmetrie mehr vor und die eben erwa¨hnten Gro¨ßen verlieren ihre Eigenschaft als
Konstanten. Jedoch findet man eine andere Erhaltungsgro¨ße, das so genannte Jacobi-
Integral.
Zur weiteren Betrachtung soll eine konstante Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit
Ωp = Ωpez mit Ωp > 0 um die z-Achse angenommen werden. Der Index p steht fu¨r
pattern und soll verdeutlichen, dass sich das Bezugssystem mit dem Muster, den Spir-
alarmen beispielsweise, mitbewegt.
In einem derartigen Koordinatensystem sind Coriolis- und Zentrifugalkra¨fte zu beach-
ten. Die Bewegungsgleichung lautet somit:
r¨ = −∇Φ− 2 (Ωp × r˙)−Ωp × (Ωp × r) (1.52)
Diese Relation skalar mit r˙ multipliziert liefert das Jacobi-Integral
Ej =
1
2
r˙2 + Φ− 1
2
|Ωp × r|2. (1.53)
A¨hnlich der Vorgangsweise im nicht-rotierenden Fall in Abschnitt 1.2.3 kann auch hier
ein effektives Potential definiert werden
Φeff ≡ Φ− 1
2
Ωpr
2. (1.54)
Damit kann die Bewegungsgleichung (1.52) geschrieben werden als
r¨ = −∇Φeff − 2(Ωp × r˙) (1.55)
und das Jacobi-Integral (1.53) ergibt sich zu
Ej =
1
2
r˙2 + Φeff. (1.56)
Da, wie bereits erwa¨hnt, Ej eine Erhaltungsgro¨ße darstellt, folgt mit Relation (1.56),
dass Sterne Regionen mit Φeff > Ej nicht erreichen ko¨nnen.
Der Grenzfall Φeff = Ej wird auch oft als Geschwindigkeits-Nullfla¨che bezeichnet (bzw.
deren Begrenzung in engl. zero-velocity curve).
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1.2.5 Resonanzen
Im Abschnitt 1.2.3 wurde die Bewegung der Sterne in axialsymmetrischen Potentialen
diskutiert. Dabei wurden in den Gleichungen (1.21) und (1.43) die Winkelgeschwindig-
keit Ω(r) und die Epizykelfrequenz κ(r) definiert. Zu einem derartigen Hintergrund-
potential soll nun ein schwaches, rotierendes Potential hinzugefu¨gt werden. Als solche
Potentialsto¨rungen kommen beispielsweise Spiralstrukturen oder ein galaktischer Bal-
ken in Frage.
Stehen die Differenz zwischen der Winkelgeschwindigkeit Ω(r) und der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit Ωp eines rotierenden Potentials mit der Epizykelfrequenz κ(r) in
einem bestimmten Verha¨ltnis zueinander, so ko¨nnen Resonanzen auftreten. Diese Re-
sonanzbedingung la¨sst sich schreiben als
Ωp − Ω(r) = n
m
κ(r). (1.57)
Im Falle von zweiarmigen Spiralen, oder auch im Falle eines Balkens, ist in Beziehung
(1.57) m = 2 einzusetzen.
Im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung bedeutet die Resonanzbedingung, dass der
Stern eine geschlossene Epizykelbewegung beschreibt. Dabei oszilliert dieser m mal um
sein Fu¨hrungszentrum, wa¨hrend er n mal um das galaktische Zentrum kreist.
Da die Winkelgeschwindigkeit Ω(r) mit zunehmendem Radius abnimmt und Ωp kon-
stant ist, erscheint die Bewegung von Sternen ab einem bestimmten Radius im mitbe-
wegten Bezugssystem retrograd. Fu¨r diese gilt somit Ω(r) < Ωp.
Die radiale Distanz, welche in diesem Falle genau die Grenze zwischen prograd und
retrograd markiert, wird als Korotations-Radius (engl. Corotation, CR) bezeichnet.
Die Bedingung dafu¨r lautet folglich
Ω(r) = Ωp. (1.58)
Weitere wichtige Resonanzregionen findet man mit n = 1 in Gl. (1.57) eingesetzt
m(Ω− Ωp) = ±κ. (1.59)
Die Bahnen mit m = ±2 sind nach ihrem Entdecker, dem schwedischen Astronomen
Bertil Lindblad, benannt. Je nach Vorzeichen, spricht man dabei von innerer (−) (ILR)
bzw. a¨ußerer (+) Lindblad -Resonanz (OLR). Da Ω(r) von der Kreisbahngeschwindig-
keit abha¨ngt, d.h.
Ω(r) =
vc(r)
r
, (1.60)
ko¨nnen in manchen Fa¨llen zwei innere Lindblad-Resonanzen auftreten. Diese werden
als inner inner Lindblad -Resonanz (iILR) bzw. outer inner Lindblad -Resonanz (oILR)
bezeichnet.
In Abbildung 1.3 wird eine derartige Situation dargestellt.
Die so genannte ultraharmonische Resonanz (UHR) stellt eine weitere wichtige Re-
sonanzregion dar. Diese kann berechnet werden, indem man in Gl. (1.59) m = −4
setzt.
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FIG. 1.ÈIn this Ðgure, we show the possible locations of Lindblad resonances for a rotation curve that does not rise so rapidly toward the center, and we
show how OLR, OILR, and IILR are deÐned ; is chosen to be 80 km s~1 kpc~1.)
p
(the galactic center for the IILR) and propagates as a pro-
gressive wave toward the other end. In most cases, the pro-
gressive waves will be attenuated by viscosity. Thus, the
amplitude of the waves will be small enough that, in prin-
ciple, we can use the results of the linear theory to approx-
imate the boundary condition. The same is true for the
decay solution at the other end. This, however, is not how
is solved. The viscosity in makesequation (11) equation (11)
it a sti† equation, meaning that if we specify the boundary
values at one end with a slight error, it will cause the solu-
tion to grow unreconizably. It is found that when ism0sufficiently large, the disturbances due to resonance excita-
tion will vanish. The only remaining part of the linear
asymptotic solution to equations and is given by(10) (11)
ZD (^) f/m0 as o m0 o] O . (12)
The sign in the parentheses is positive for OLR and
OILR, and negative for IILR. This serves as one of the
boundary conditions for the numerical integration of the
di†erential We Ðx given byequation (11). Z
r
, Z
i
equation
at two ends (typically at and look for the(12) m0 \^15)solution corresponding to these boundary conditions. In
practice, this can be done by guessing a set of derivatives of
at one end, together with speciÐed there,(Z
r
, Z
i
)0 (Zr, Zi)0and using the Runge-Kutta method to integrate equation
If we have chosen the right derivatives, the resulting(11).
will be the boundary value we speciÐed there. In(Z
r
, Z
i
)endthis paper, we use derivatives of as our initialequation (12)
guess, then adopt NewtonÏs root Ðnding algorithm to
obtain the Ðnal choice.
However, without solving the equation, we are ready to
deduce several important properties of the solution, which
are summarized in the next section.
3. SOME GENERAL PROPERTIES OF THE SOLUTION
The great advantages of this formulation are that it gives
a simple formula to evaluate the transport of angular
momentum between the disk and the rotating bar, and it
computes the displacements of Ñuid elements that lead
directly to the streamlines of the distorted Ñow patterns. In
fact, we do not have to use the replaced Mostequation (11).
of the results can be obtained directly from the integrodif-
ferential We present these results and othersequation (10).
in the following subsections.
3.1. Torque Formula
The torque exerted on the disk by the bar is
T \ [
P
0
2nP
0
=
p(r, /, t)
LV1(r, /, t)
L/
r dr d/ .
In the Lagrangian form, we have
T \ m
P
0
=
dr0 r0 p0(r0)
P
0
2n
V1(r) sin [m(/[ )p t)]dt0 .
Abbildung 1.3: Lindblad-Resonanzen einer Beispielgalaxie nach Yuan & Kuo (1997) mit Ωp = 80
km s−1 kpc−1; der hier nicht explizit eingetragene Korotations-Radius (CR) befindet sich bei einer
Distanz von ca. 2.5 kpc
Da die hier besprochene Vorgehensweise jedoch auf der Epizykelapproximation basiert,
besitzen die hier vorgestellten Beziehungen nur in erst r Na¨h rung Gu¨ltigkeit.
Analog zu Relati n (1.57) kann mit der vertikalen Frequenz ν(r) auch eine Bedingung
fu¨r vertikale Resonanzen angegeben werden
Ωp − Ω(r) = n
m
ν(r). (1.61)
Diese sind jedoch von geringerer Bedeutung fu¨r die vorliegende Arbeit.
1.2.6 Das Geschwindi keitsellipsoid
Seit la ge Zeit ist bekannt, dass d e Sterne in Scheibengalaxien anisotrope Geschwin-
digkeitsverteilungen besitzen. Die genauen Mechanismen, welche zu diesem beobachte-
ten Pha¨nomen fu¨hren, sind noch immer nicht restlos bekannt. Eine mo¨gliche Beschrei-
bung der G schwi igkeitsv rte lung der Sterne in Sonnenumgebung geht auf Karl
Schwarzschild aus dem Jahre 1907 zuru¨ck (Schwarzschild (1907))
f(v)d3v =
nd3v
(2pi)3/2 σ1σ2σ3
exp
[
−
(
v21
2σ21
+
v22
2σ22
+
v23
2σ23
)]
. (1.62)
Definiert man den Dispersionstensor wie in Gl. (1.12), so stellen die σi dabei die Ei-
genwerte dieses Tensors dar und die vi sind gegeben durch die Geschwindigkeitskom-
ponenten in Richtung seiner Hauptachsen.
In diesem Schwarzschild-Modell wird die Verteilung in radialer, tangentialer und ver-
tikaler Richtung durch Gaussfunktionen beschrieben. Jegliche Asymmetrie wird dabei
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also vernachla¨ssigt. Dass diese Annahme jedoch nicht ganz zula¨ssig ist, werden wir
unter Anderem noch in Abschnitt 1.2.7 sehen.
Die Hauptachsen des Dispersionstensors bilden eine imagina¨re Oberfla¨che, das so ge-
nannte Geschwindigkeitsellipsoid. Dabei gilt im Allgemeinen σ2rr > σ
2
φφ > σ
2
zz. Diese
Hauptachsen mu¨ssen jedoch nicht nach den Koordinatenachsen ausgerichtet sein. Liegt
eine Abweichung von der Axialsymmetrie des Potentials vor, so besitzt der Dispersions-
tensor aus Gl. (1.12) zusa¨tzlich zu seiner Diagonalen noch weitere nicht-verschwindende
Elemente. Als Beispiel fu¨r so eine Potentialsto¨rung seien wiederum Spiralarme genannt.
Als Maß fu¨r die Abweichung des Geschwindigkeitsellipsoids von den Koordinatenach-
sen in der Ebene dient die so genannte Vertex-Abweichung lV . Diese ist definiert als
der Winkel zwischen der radialen Koordinatenachse und der großen Hauptachse des
Ellipsoids (siehe Abb. 1.4).
Abbildung 1.4: Zur Definition der Vertex-Abweichung lV ; das obere Ende des Vektors vr weist in
Richtung des galaktischen Zentrums
Mathematisch kann lV durch die Komponenten des Dispersionstensors berechnet wer-
den (Binney & Merrifield (1998))
lV =
1
2
arctan
(
2σ2rφ
σ2rr − σ2φφ
)
, (1.63)
wobei an dieser Stelle nochmals auf die Symmetrie des Dispersionstensors σ2ij hinge-
wiesen sei.
Aus Beziehung (1.63) ist auch ersichtlich, dass im Falle eines ga¨nzlich axialsymmetri-
schen Potentials die Vertex-Abweichung verschwindet, da dabei σ2rφ = 0 gilt.
Die Form des Ellipsoids in der Ebene ist durch das Verha¨ltnis seiner Hauptachsen
gegeben. Dieses wird als Anisotropie b bezeichnet und ist definiert als
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b ≡ σφφ
σrr
. (1.64)
Im Falle von dreidimensionalen Betrachtungen bilden die drei Geschwindigkeitsdisper-
sionen ein Rotationsellipsoid. Dessen Form kann mit Hilfe des so genannten Triaxiali-
ta¨tsparameters T angegeben werden (Binney & Tremaine (2008)).
Dieser ist definiert als
T ≡ a
2 − b2
a2 − c2 , (1.65)
wobei a die gro¨ßte, b die mittlere und c die kleinste Achse bezeichnet. Im vorliegenden
Falle entsprechen diese den Dispersionen σrr, σφφ und σzz.
Der Parameter T kann Zahlenwerte von 0 bis 1 annehmen. Bei kleinen Werten findet
man oblate Spha¨roide, bei der gegenteiligen Situation weist das Rotationsellipsoid eine
prolate Form auf.
In Abschnitt 1.3 werden die Geschwindigkeitsdispersionen von Sternen in Sonnenum-
gebung noch genauer betrachtet. Deren Verha¨ltnis liegt grob abgescha¨tzt bei etwa
σrr : σφφ : σzz ≈ 2 : 1.4 : 1. In diesem Falle betra¨gt der Zahlenwert des Triaxiali-
ta¨tsparameters gema¨ß der Definition (1.65) ca. 0.7.
1.2.7 Asymmetrische Drift
In einem als axialsymmetrisch angenommenen Potential einer Galaxie sind die Ro-
tationsgeschwindigkeiten der Sterne gema¨ß Gl. (1.20) gegeben. Untersucht man eine
gewisse Region, so sollte der Mittelwert der Tangentialbewegungen eben dieser Bezie-
hung (1.20) genu¨gen.
Die Beobachtung zeigt jedoch, dass dies nicht ganz zutreffend ist und die Mittelwerte
der Sterne in Sonnenumgebung kleinere Geschwindigkeiten aufweisen. Diese Geschwin-
digkeitsdifferenz bezeichnet man als Asymmetrische Drift, d.h. es gilt
va ≡ vc − vφ. (1.66)
Als Ursache fu¨r diese Verschiebung der Verteilung im Geschwindigkeitsraum vermutet
man zweierlei Gru¨nde, welche beide aus dem bereits erwa¨hnten exponentiell abfallenden
Dichteprofil galaktischer Scheiben folgen:
• Sterne in Sonnenna¨he mit va > 0 besitzen mehr Drehimpuls als Sterne mit va ≤ 0
(vgl. Gl. (1.26)) und somit muss ihr Fu¨hrungszentrum außerhalb des Sonnenra-
dius R liegen (Rg > R).
Da aufgrund des exponentiell abfallenden Dichteverlaufs mehr Sterne innerhalb
von R als außerhalb liegen, folgt, dass der Mittelwert der gemessenen Tangen-
tialgeschwindigkeiten kleiner als vc ist.
• Der zweite Effekt beruht auf der Tatsache, dass die radiale Geschwindigkeitsdi-
spersion σ2rr mit steigendem Abstand vom galaktischen Zentrum abnimmt. Somit
besitzen Sterne mit kleineren Bahnradien mehr Energie und ko¨nnen gro¨ßere ra-
diale Distanzen u¨berwinden.
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Diesen Umstand kann man auch anhand der Jeans-Gleichung (1.19) erkla¨ren:
Das Gravitationspotential wird durch die Rotationsbewegung und den Druck-
gradienten (in Gl. (1.19) ∂(nσ2ij)/∂xi) im Gleichgewicht gehalten. Die Tatsache,
dass die Dispersionen σ2rr mit zunehmendem Radius kleiner werden, fu¨hrt zu dem
beschriebenen Effekt.
Binney & Tremaine (2008) (Seite 325) liefern in diesem Zusammenhang einen illustren
Vergleich:
“Similarly, there are more Japanese than Nepalese in Oxford in the summer,
both because the population of Japan exceeds that of Nepal, and because
Japanese have larger travel budgets than Nepalese.“
1.3 Disk Heating
Beobachtungen belegen, dass die Geschwindigkeitsdispersionen von Sternpopulationen
altersabha¨ngig sind. Seit den Untersuchungen von Spitzer & Schwarzschild (1951) war
dieses Pha¨nomen bereits Gegenstand zahlreicher Arbeiten (z.B.: Dennis (1966), Wielen
(1977)).
Aktuelle Studien (Nordstro¨m et al. (2004), Holmberg et al. (2007)) besta¨tigen dabei
den eindeutigen Trend der age-velocity relation (AVR), wonach die Dispersionen von
Sternen in Sonnenumgebung mit zunehmendem Alter ansteigen. Daher spricht man in
diesem Zusammenhang vom so genannten disk heating.
Abbildung 1.5: Vertikale Geschwindigkeitsverteilungen von Sternen in Sonnenumgebung nach Holm-
berg et al. (2007)
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In Abbildung 1.5, entnommen aus Holmberg et al. (2007), wird dies fu¨r die vertikalen
Geschwindigkeiten vW veranschaulicht.
In der Notation des Autors bezeichnen σU , σV und σW die Dispersionen in radialer,
tangentialer und vertikaler Richtung.
Ebenfalls aus dieser Arbeit stammen die in Abbildung 1.6 gezeigten Phasenraumdia-
gramme U-V und V-W. Dazu wurden die Beobachtungsdaten je nach Alter in vier
verschiedene subsamples geteilt.
(a) U-V Diagramm (b) V-W Diagramm
Abbildung 1.6: Phasenraumdiagramme nach Holmberg et al. (2007)
In dieser Darstellung werden im Gegensatz zu Abbildung 1.5 gewisse Substrukturen
erkennbar. Letztere werden in mehreren Arbeiten (z.B.: Dehnen (1998), Dehnen &
Binney (1998) oder Bensby et al. (2007)) genauer untersucht und einzelne Gruppen
wie der Hercules-, Sirius-UMa-, Coma- oder den Hyaden-Pleiaden-Strom benannt.
Zudem legt dieser Umstand den Schluss nahe, dass in der galaktischen Ebene andere
oder zusa¨tzliche “Heizmechanismen“ auftreten als in vertikaler Richtung.
Dass der gemessene Heizeffekt nicht fu¨r alle Geschwindigkeitsrichtungen identisch ist,
wird nochmals in Abbildung 1.7 (ebenfalls aus Holmberg et al. (2007)) verdeutlicht.
Die Gesamtdispersion σtot wird dabei durch σtot = (σ
2
U + σ
2
V + σ
2
W )
1/2 berechnet.
Ebenfalls in der Abbildung eingezeichnet sind, an die Messwerte angepasste, Ausgleichs-
kurven der Form σi ∝ tαi . Bei deren Berechnung wurden jeweils die drei a¨ltesten und
ju¨ngsten Datenbins nicht beru¨cksichtigt.
Die Exponenten (αi) dieser Potenzgesetze lauten 0.38, 0.38, 0.54 und 0.40 fu¨r die Di-
spersionen in den Koordinatenrichtung U, V, W bzw. der Gesamtdispersion. Da in
Abbildung 1.7 ein doppel-logarithmischer Maßstab verwendet wird, erscheinen diese
Fits darin als Geraden mit den eben genannten Exponenten als Steigungen.
Man nimmt an, dass Ungleichma¨ssigkeiten im galaktischen Potential und eine daraus
resultierende gravitative Streuung der Sterne zu dem beobachteten disk heating fu¨hren.
Jedoch konnte bis dato kein Ansatz gefunden werden, welcher in befriedigendem Aus-
maße mit den Beobachtungen im Einklang steht und somit den Anstieg der Dispersio-
nen in allen drei Geschwindigkeitsrichtungen zu erkla¨ren vermag.
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Abbildung 1.7: AVR von Sternen in Sonnenumgebung radialer (U), tangentialer (V), vertikaler (W)
Richtung und total; nach Holmberg et al. (2007)
Der Einfluss von MACHOs, hypothetischer massive compact objects in the dark halo,
kann, folgend Binney & Tremaine (2008), vernachla¨ssigt werden. Sowohl die damit er-
zielbaren AVRs als auch die dafu¨r beno¨tigten Massen sind nicht mit den Beobachtungen
vertra¨glich.
Andere U¨berlegungen zu dieser Fragestellung ziehen Potentialsto¨rungen in der Ver-
gangenheit durch Wechselwirkung mit anderen Galaxien (merging events) in Betracht
(Walker et al. (1996), Velazquez & White (1999)).
Aus einem derartigen Ereignis sollte eine einzelne starke Aufheizung resultieren. Da
jedoch nach Holmberg et al. (2007) eine solche nicht beobachtet wird, kann ein einzel-
nes merging event als Ursache des disk heatings beinahe ausgeschlossen werden. In der,
auf wesentlich ungenaueren Daten basierenden, Arbeit von Quillen & Garnett (2000)
wird in diesem Zusammenhang ein Saturationseffekt der AVR diskutiert. Die nunmehr
vorhandenen umfangreicheren Beobachtungen widerlegen diese These.
Verschiedene numerische Untersuchungen (z.B.: Jenkins (1992), Ida et al. (1993), Ha¨n-
ninen & Flynn (2002), Ha¨nninen & Flynn (2004)) zeigen, dass Wechselwirkungen mit
giant molecular clouds (GMC) nicht ausreichen um die Scheibe entscheidend zu hei-
zen. Die dabei durch GMCs bedingten Heizraten sind zumindest um einen Faktor zwei
kleiner als die beobachteten Werte (vgl. die angegebenen Exponenten αi der Potenzge-
setze).
Jedoch konnte in diesen Arbeiten das Verha¨ltnis der vertikalen zu den radialen Dispersi-
on mit Zahlenwerten von ca. 0.5, in vergleichsweise gutem Einklang mit den Messungen,
gefunden werden.
Einen weiteren wichtigen Ansatz, welcher auch im Rahmen dieser Arbeit untersucht
werden soll, stellen spiralartige Sto¨rungen dar. In Binney & Tremaine (2008) wird ge-
zeigt, dass bei Verwendung einer stationa¨ren Potentialsto¨rung durch gravitative Streu-
ung in erster Na¨herung lediglich im Bereich der Resonanzzonen (vgl. Abschnitt 1.2.5)
ein Heizeffekt stattfinden kann.
Minchev & Quillen (2006) diskutieren den Fall einer Kombination aus einer zweiarmigen
und einer schwa¨cheren vierarmigen Spirale mit jeweils zeitlich variablen Amplituden.
Den Autoren folgend, ko¨nnen auch hierbei, unter Verwendung von konstant gehaltenen
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Winkelgeschwindigkeiten der Sto¨rungen, die Dispersionen in den Resonanzregionen er-
ho¨ht werden. Eine weitere Aussage dieser Arbeit ist, dass dieser Heizeffekt auch nach
einem Festhalten der Amplituden der Spiralen erhalten bleiben sollte.
In mehreren weiteren Arbeiten (z.B.: Sellwood & Carlberg (1984), Carlberg & Sellwood
(1985) oder De Simone et al. (2004)) wird der Einfluss von kurzlebigen, stochastischen
Spiralarmen diskutiert. Vor allem in De Simone et al. (2004) finden die Autoren, dass
derartige Sto¨rungen im Stande sind, das disk heating zumindest in radialer und tan-
gentialer Richtung zu erzeugen. Die dabei erzielten Heizraten ha¨ngen jedoch in großem
Maße von den Eigenschaften wie Sta¨rke und “Lebensdauer“ der zufa¨lligen Sto¨rungen
in der Vergangenheit ab und fu¨hren somit die Autoren zu dem Schluss, dass es wahr-
scheinlich unmo¨glich sei unter Verwendung dieses Ansatzes Details des Heizprozesses
abzuleiten.
Weiters wird in dieser Publikation argumentiert, dass im Falle starker, kurzlebiger Spi-
ralsto¨rungen wesentlich mehr Struktur entstehen sollte, als im Falle schwacher, langle-
biger.
In Carlberg (1987) und Binney & Tremaine (2008) wird argumentiert, dass die ra¨um-
lichen und zeitlichen Skalen von Spiralarmen wesentlich gro¨ßer als Amplitude und Fre-
quenz der vertikalen Oszillationen seien und somit solche Sto¨rungen die Geschwindig-
keiten normal zur galaktischen Scheibe nicht entscheidend anregen ko¨nnten.
Man vermutet, dass gravitative Streuung durch giant molecular clouds eine Umvertei-
lung der radialen und tangentialen Dispersionen in vertikale Richtung bewirken ko¨nnten
(Carlberg (1987), Jenkins & Binney (1990)). Somit wa¨ren Spiralarme die Hauptme-
chanismen der Aufheizung und die beobachteten Dispersionen in vertikaler Richtung
durch gravitative Streuung an GMCs bedingt. Dieser Argumentation folgend, sollten
diese GMCs mit dem dabei erzielten, bereits angesprochenen Verha¨ltnis von σzz/σrr,
fu¨r die Form des Geschwindigkeitsellipsoids ausschlaggebend sein, und Spiralsto¨rungen
fu¨r dessen Gro¨ße.
Andere U¨berlegungen zu dieser Fragestellung untersuchen den Einfluss eines zentralen
Balkens (Kalnajs (1991), Dehnen (2000)). In letztgenannter Arbeit wird die Winkelge-
schwindigkeit des bars so adjustiert, dass die outer Lindblad -Resonanz (OLR) knapp
innerhalb von R liegt. Es wird argumentiert, dass auch hierbei, in Abha¨ngigkeit der
relativen Phase des Balkens zur Sonnenumgebung, entsprechende Heizeffekte in radialer
und tangentialer Richtung zu erzielen sind.
Laut Binney & Tremaine (2008) scheint jedoch der Ansatz mit spiralartigen Sto¨rungen
im Zusammenspiel mit giant molecular clouds eine der einfachsten und plausibelsten
Lo¨sungen zu sein.
In der vorliegenden Arbeit wird der Einfluss von zeitlich vera¨nderlichen zweiarmigen
Spiralsto¨rungen auf die Geschwindigkeitsdispersionen untersucht. Dabei werden sowohl
die Winkelgeschwindigkeit, als auch die Amplitude dieser “Potentialunregelma¨ssigkeit“
variiert.
Weitere Komponenten einer Galaxie, welche auch im Stande sein sollten die Scheibe
in vertikaler Richtung entscheidend zu beeinflussen, wie beispielsweise GMCs, werden
nicht beru¨cksichtigt. Aus diesem Grunde sollte, den vorangegangenen Argumentationen
folgend, durch gravitative Streuung lediglich ein Anstieg der Dispersionen in radialer
und tangentialer Richtung beobachtbar werden.
Normal zur galaktischen Scheibe ist hingegen von keiner wesentlichen Heizung auszu-
gehen.
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Es sei angemerkt, dass die genannten Heizraten (αi) aus Holmberg et al. (2007) die Si-
tuation im Bereich der Sonnenumgebung beschreiben. Da allerdings bei den im Rahmen
dieser Arbeit angestellten U¨berlegungen nicht sa¨mtliche Komponenten der Galaxis be-
ru¨cksichtigt werden ko¨nnen und zudem weder die vollkommen exakte Lage der Sonne,
noch die genauen Eigenschaften der Spiralarme, wie Sta¨rke oder Winkelgeschwindig-
keit, bekannt sind, ist eine pra¨zise Reproduktion der beobachteten αi nicht zu erwarten.
Die Zielsetzung dieser Arbeit ist vielmehr eine generelle Untersuchung des Einflusses
der beschriebenen Sto¨rung auf die galaktische Scheibe.
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Wie eingangs erwa¨hnt soll im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden, ob das beob-
achtete disk heating mit Hilfe einer zeitabha¨ngigen spiralartigen Potentialsto¨rung re-
produziert werden kann. Da dazu die Geschwindigkeitsdispersionen bestimmt werden
mu¨ssen, ko¨nnen im Anschluss daran auch weitere, von den Dispersionen abgeleitete,
physikalische Gro¨ßen berechnet werden. Als Beispiel hierfu¨r sei die Vertex-Abweichung
genannt.
Als Test fu¨r das selbst geschriebene Programm wird im ersten Schritt versucht, verschie-
dene Ergebnisse anderer Autoren zu reproduzieren. Beispielsweise untersuchten Theis
& Vorobyov (2008) die Auswirkungen von Spiralsto¨rungen an einem zweidimensionalen
Modell fu¨r NGC 5247. Unter Verwendung der selben Potentiale wird u¨berpru¨ft, ob das
eigene Programm gleiche Ergebnisse liefert. Die genaue Beschaffenheit dieses Modells,
als auch die erhaltenen Resultate werden in Kapitel 4 vorgestellt.
Auf dieser Basisversion des Programms aufbauend wird anschließend ein dreidimensio-
nales Modell der Milchstraße untersucht. Alle dazu relevanten Angaben und Ergebnisse
werden in den Kapiteln 5 und 6 diskutiert.
Der im Zentralbereich der Galaxie beobachtete Balken wird in den Simulationen aller-
dings nicht beru¨cksichtigt. Da aus diesem Grunde die physikalischen Gegebenheiten in
den inneren Bereichen der Milchstraße im Zuge dieser Arbeit nicht ausreichend genau
bestimmt werden ko¨nnen, wird hier stets lediglich ein Kreisring der Galaxie betrachtet.
In den dreidimensionalen Simulationen ist dieser zusa¨tzlich in z-Richtung ausgedehnt.
Sa¨mtliche Berechnungen werden in Zylinderkoordinaten (bzw. in Polarkoordinaten im
Falle des 2D Modells) durchgefu¨hrt, wobei das galaktische Zentrum als Koordinatenur-
sprung dient. Dementsprechend erfolgt auch die Auswertung der gesammelten Ergeb-
nisse in einem zylindrischen (polaren) Gitter, welches u¨ber die betrachtete Galaxie
gelegt wird.
Am Anfang des Programmes werden verschiedene Parameter aus einem Input-File ein-
gelesen und in systeminterne Einheiten umgerechnet. So dienen Megajahre (1 Myr =
106 Jahre) als Standardzeiteinheit, Sonnenmassen (1 M ≈ 1.989 x 1030 kg) als Mas-
seneinheit und Parsec (1 pc ≈ 3.0856 x 1016 m) als La¨ngeneinheit. Dadurch ergibt sich
beispielsweise die Gravitationskonstante (in SI-Einheiten ≈ 6.67 x 10−11 m3 kg−1 s−2)
zu G ≈ 4.5 x 10−3 pc3 M−1 Myr−2.
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Der Programmablauf ist in beiden (2D und 3D) Simulationen identisch und gliedert
sich schematisch in:
• Einlesen verschiedener Input Parameter und Bestimmung der Anfangspositionen
der Sterne im Phasenraum
• Integration der Bewegungsgleichungen der Teilchen mittels restricted N-body Me-
thode im gegebenen Potential (vgl. Abschnitt 2.2.1)
• Berechnung der kumulativen Geschwindigkeitsmomente bis zu 5.ter Ordnung im
jeweiligen Raumgebiet, in welchem sich ein Stern gerade befindet
• Auswertung und Ausgabe der gesammelten Ergebnisse fu¨r alle ra¨umlichen Git-
terzellen
Nachfolgend werden diese einzelnen Schritte genauer vorgestellt.
2.1 Die Anfangsbedingungen
Je nach eingelesen Parametern werden die Anfangspositionen und Geschwindigkeiten
der Sterne festgelegt.
2.1.1 Die Sternpositionen
Die anfa¨nglichen radialen Entfernungen ri der Teilchen vom Zentrum werden so gesetzt,
dass eine Scheibe mit exponentiell abfallendem Dichteprofil entsteht (vgl. Abschnitt
1.1.1). Die entsprechende Skalenla¨nge rd wird dazu aus dem Input-File eingelesen.
Die Winkel werden mit Hilfe eines Zufallsgenerators gleichma¨ßig zwischen 0 und 360
Grad verteilt.
Im Falle der 3D Simulationen werden die Sternpositionen in vertikaler Richtung so be-
stimmt, dass diese einem sech2(z/z0) Gesetz folgen. Wiederum wird die dazu beno¨tigte
Skalenho¨he z0 eingelesen.
2.1.2 Die Sterngeschwindigkeiten
Die Geschwindigkeiten in radialer Richtung werden aus einer Gaussverteilung um den
Mittelwert vr = 0 mit gegebener Standardabweichung σrr gezogen. Im Falle der drei-
dimensionalen Simulationen wird, mit bestimmten σzz, fu¨r die z-Richtung ebenso vor-
gegangen.
Da die tangentialen Geschwindigkeiten u¨ber die Epizykelapproximation (vgl. Abschnitt
1.2.3) an die radialen gekoppelt sind, werden diese ausgehend von Gleichung (1.47) be-
stimmt. Des weiteren muss hierbei auch der Einfluss der Asymmetrischen Drift (vgl.
Abschnitt 1.2.7) beachtet werden. Die Berechnung dieser Driftgeschwindigkeit erfolgt
in der zweidimensionalen Simulation wie im Anhang von Blitz & Spergel (1991) vor-
geschlagen, d.h. mit
va ≡ − κ
2
2Ω2
r
rd
σ2rr
vc
. (2.1)
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In den ersten Testla¨ufen der dreidimensionalen Berechnungen wurde jedoch schnell
klar, dass Gleichung (2.1) hier nicht angewendet werden kann. Dieser Sachverhalt wird
am Beginn des Kapitels 6 diskutiert.
Bei der Berechnung der Asymmetrischen Drift muss nun auch der Einfluss der Ge-
schwindigkeitsdispersion in z-Richtung beru¨cksichtigt werden. Aus der Jeans-Gleichung
(vgl. Abschnitt 1.2.2) kann folgende Beziehung zur Abscha¨tzung der Asymmetrischen
Drift abgeleitet werden
va ' v
2
r
2vc
[
σ2φφ
v2r
− 1− ∂ ln(ρv
2
r)
∂ ln r
− r
v2r
∂(vrvz)
∂z
]
. (2.2)
Die Beziehung (2.2) wird auch als Strombergs Gleichung bezeichnet (Binney & Tremai-
ne (2008)).
Da die Mittelwerte der Geschwindigkeiten in radialer und vertikaler Richtung gleich
0 sein sollen, gilt dies trivialerweise auch fu¨r deren Quadrate, also vr
2 = vz
2 = 0.
Mit Hilfe der Definition des Dispersionstensors (1.12) kann somit der Mittelwert des
Geschwindigkeitsquadrats v2r in Gl. (2.2) durch die Dispersion σ
2
rr ersetzt werden. Der
erste Term in der eckigen Klammer wird unter Verwendung von Gl. (1.47) aus der
Epizykelapproximation zu κ2/4Ω2.
Weiters soll |z|/r klein sein, wodurch sich schreiben la¨sst vrvz ' (v2r − v2z)(z/r). Durch
diese Umformung wird der letzte Term in Relation (2.2) zu 1 − (v2z/v2r). Ersetzt man
wiederum die v2z durch die σ
2
zz, so erha¨lt man
va =
σ2rr
2vc
[
κ2
4Ω2
− 1− r
ρσ2rr
∂(ρσ2rr)
∂r
− (1− σ
2
zz
σ2rr
)
]
. (2.3)
Unter der Annahme, dass die Geschwindigkeitsdispersion nicht vom Radius abha¨ngt,
und ein exponentieller Dichteverlauf∝ e−r/rd verwendet wird, erha¨lt man schlussendlich
va =
σ2rr
2vc
[
κ2
4Ω2
+
r
rd
− 2 + σ
2
zz
σ2rr
]
. (2.4)
Mit Hilfe dieser Abscha¨tzung der Asymmetrischen Drift, werden die anfa¨nglichen Tan-
gentialgeschwindigkeiten anhand von
vφ =
σrrκ
2Ω
+ vc − va (2.5)
gesetzt.
2.2 Berechnung der Sternbahnen
Nachdem die Anfangspositionen der Sterne im Phasenraum bestimmt wurden, erfolgt
die Integration ihrer Bahnen mittels des nachfolgend beschriebenen restricted N-body-
Verfahrens.
23
KAPITEL 2. Methode
2.2.1 Restricted N-Body Simulation
Beim klassischen, gravitativen N -Ko¨rper-Problem wird die Bewegungsgleichung, gema¨ß
dem 2.ten Newtonschen Axiom und dem Gravitationsgesetz, geschrieben als
r¨k =
Fk
mi
= −G
N∑
i 6=j
mi
ri − rk
|ri − rk|3 , (2.6)
wobei N die Teilchenzahl, G die Gravitationskonstante, ri und mi die Position und
Masse des i -ten Teilchens bezeichnen.
Numerische N -Ko¨rper Simulationen, welche auf Relation (2.6) basieren, werden als
selbst konsistent bezeichnet. Dabei muss bei der Berechnung der wirkenden Kra¨fte fu¨r
jedes Teilchen i pro Zeitschritt (N − 1) mal die Summe in Gl. (2.6) durchlaufen wer-
den. Somit steigt der Rechenaufwand bei derartigen Simulationen mit Ordnung O(N2).
Sollen realistische Sternsysteme modelliert werden, so ko¨nnen, je nach genauer Frage-
stellung, sehr hohe Teilchenzahlen N von No¨ten sein. Durch den eben angesproche-
nen quadratischen Anstieg der Rechenzeit mit der Anzahl der Sterne sto¨ßt man somit
schnell an die Grenzen verfu¨gbarer Rechenleistung oder annehmbarer Simulationszeit.
Der Einsatz von speziell, dieser Problemlo¨sung entsprechend, konzipierter (special pur-
pose) Hardware oder Verwendung verschiedener Na¨herungsalgorithmen (z.B.: tree-
codes) finden hierbei Anwendung.
Auch restricted N-Body Verfahren stellen in diesem Zusammenhang eine ada¨quate Al-
ternative dar. Dabei wird das gekoppelte N -Ko¨rper-Problem auf N 1 -Ko¨rper-Probleme
zuru¨ckgefu¨hrt. Die einzelnen Sterne werden als (masselose) Testteilchen betrachtet,
welche sich unabha¨ngig voneinander in einem, als bekannt vorausgesetzten, Potential
bewegen (vgl. Abschnitt 1.2.1).
Die Bewegungsgleichung in dieser Approximation lautet
r¨i = −∇Φ(ri, t), (2.7)
wobei nochmals betont sei, dass dieses Potential nicht durch die betrachteten Sterne
hervorgerufen wird, sondern durch ein spezielles Modell vorgegeben ist.
Der entscheidende Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, dass der Rechenaufwand
hierbei nur mehr linear mit der Teilchenzahl wa¨chst und somit auch sehr große Systeme
vergleichsweise schnell zu simulieren sind.
2.2.2 Integration der Bewegungsgleichungen
Die Teilchen bewegen sich unter dem Einfluss des vorgegebenen Potentials Φges, welches
sich jeweils aus einem axialsymmetrischen Hintergrund Φaxsym und einer spiralfo¨rmigen
Sto¨rung Φpert zusammensetzt. Letztere wird, in Anlehnung an Blitz & Spergel (1991),
wa¨hrend eines Zeitraums von 600 Myr langsam hinzu geschaltet und rotiert mit der
Winkelgeschwindigkeit Ωs. Die Beitra¨ge der beiden Komponenten zum wirkenden Ge-
samtpotential ko¨nnen einfach aufsummiert werden, also:
Φges(r, φ, z, t) = Φaxsym(r, z) + Φpert(r, φ, z, t) (2.8)
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In den Kapiteln 4 und 5 werden die verwendeten Sto¨rpotentiale beschrieben. Diese
weisen je nach Ort, sowohl positive, als auch negative Zahlenwerte auf, wodurch sie das
Gesamtpotential erho¨hen beziehungsweise verringern. Da Dichte und Potential u¨ber
die Poissongleichung (1.9) verknu¨pft sind, darf die Amplitude der Spirale nicht be-
liebig groß gewa¨hlt werden. Dies ko¨nnte in jenen Bereichen, in denen die Sto¨rung das
Gesamtpotential reduziert, zu physikalisch “schwer argumentierbaren“, negativen Dich-
ten fu¨hren.
Die Bewegung der Sterne wird im, mit Ωs mitbewegten, Bezugssystem der Spiralarme
betrachtet.
Die Ableitung der zu lo¨senden Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten findet
man in Anhang A. Man erha¨lt:
r¨ = r(φ˙+ Ωs)
2 − ∂Φ
∂r
(2.9)
φ¨ = − 1
r2
[
∂Φ
∂φ
+ 2rr˙
(
φ˙+ Ωs
)]
− Ω˙s (2.10)
z¨ = −∂Φ
∂z
(2.11)
Der in Gleichung (2.10) auftretende Term Ω˙s beschreibt die zeitliche A¨nderung der
Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. In den Simulationen, bei welchen diese konstant
gehalten wird, verschwindet dieser Term trivialerweise.
Die jeweiligen Positionen xi und Geschwindigkeiten vi eines Sterns sind bekannt und
die Beschleunigungen (Kra¨fte) ai ha¨ngen nicht von den Geschwindigkeiten ab. Die drei
Bewegungsgleichungen fu¨r die drei Koordinatenrichtungen werden in ein System von
sechs Differentialgleichungen erster Ordnung umgeschrieben
dxi
dt
= vi
dvi
dt
= ai.
Die Integration erfolgt anschließend anhand eines Runge-Kutta-Verfahrens 5.ter Ord-
nung mit adaptiver Schrittweite. Die dazu im Programm verwendete Vorgehensweise
basiert auf jener der Integratoren der Numerical Recipes (Press et al. (1992) bzw. Press
et al. (2007)). Dabei wurden jedoch, den eigenen Anforderungen entsprechend, mehrere
Vera¨nderungen vorgenommen. Da diese Anpassungen allerdings nicht den prinzipiellen
Integrationsablauf betreffen, sei fu¨r eine Beschreibung des Verfahrens auf die genannte
Literatur verwiesen.
Die Orbits werden bis zu 10 Gyr berechnet. Die interne Integrationsgenauigkeit wird
mit 10−10 pro (variablen) Zeitschritt festgelegt. Damit bleibt bei den Simulationen
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit und Amplitude der Potentialsto¨rung die Jacobi -
Energie (vlg. Abschnitt 1.2.4) nahezu vollsta¨ndig erhalten.
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2.3 Berechnung der Geschwindigkeitsmomente
Wie am Anfang des Kapitels schon erwa¨hnt, werden die kumulativen Geschwindig-
keitsmomente berechnet. Dabei wird so vorgegangen, dass die Bahn eines Teilchens um
ein Zeitintervall ∆t = 1 Myr integriert, und anschließend bestimmt wird, in welcher
ra¨umlichen Gitterzelle es sich befindet. Die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten
des Sterns tragen zum aufsummierten Moment virv
j
φv
k
z der “betroffenen“ Zelle bei. Da-
bei wird fu¨r jede Zelle auch mitgeza¨hlt, wie viele solcher Summationen stattfinden.
Die Berechnung der Momente erfolgt bis zur 5.ten Ordnung (i+j+k = 5). Die jeweiligen
normierten ersten Momente (z.B.: in radialer Richtung v1rv
0
φv
0
z) stellen die Mittelwerte
der Geschwindigkeiten dar (vgl. Gl.(1.10)).
Diesem Schema folgend, werden die Orbits aller Teilchen u¨ber einen gewissen Zeitraum
integriert. In Anlehnung an Theis & Vorobyov (2008) wird hierfu¨r eine Dauer von 1
Gyr gewa¨hlt.
Ist diese Samplezeit erreicht, erfolgt die Auswertung der bis dahin gesammelten Daten.
Die somit erhaltenen physikalischen Ergebnisse sind als Eigenschaften einer ra¨umlichen
Gitterzelle zu verstehen. Aus diesem Grunde muss die relative Phase zwischen der Po-
tentialsto¨rung und der jeweiligen Zelle konstant bleiben. Wie bereits erwa¨hnt wird dies
dadurch erreicht, dass die Sterne im mitbewegten Bezugssystem betrachtet werden.
Dementsprechend erfolgt auch die Datenauswertung im mitbewegten Koordinatensys-
tem, in welchem die Spiralarme ruhen.
Ein Teilchen kann u¨ber mehrere Zeitschritte hinweg in ein und demselben ra¨umlichen
Bin verbleiben. Daher kann ein Stern gleich mehrfach zu den kumulativen Geschwin-
digkeitsmomenten eines Ortes beitragen, wodurch auf diese Weise die Samplegro¨ße
erheblich gesteigert wird.
2.4 Auswertung der Daten
Da die Integration der Sternbahnen bis zur Zeit t = 10 Gyr erfolgt und die aufsum-
mierten Werte nach je 1 Gyr gemittelt werden, kann die zeitliche Entwicklung einer
physikalischen Gro¨ße mitverfolgt werden. Mit den eben genannten gewa¨hlten zeitlichen
Grenzen ko¨nnen 10 verschiedene snapshots gewonnen werden. Da jedoch im Laufe der
Mittelung des ersten Zeitintervalls die Potentialsto¨rung langsam hinzu geschaltet wird,
sind diese ersten Werte nicht aussagekra¨ftig. Aus diesem Grunde wird von einer ge-
naueren Auswertung dieser Daten abgesehen.
Bei jeder Mittelung werden im ersten Schritt die kumulativen Geschwindigkeitsmomen-
te jeder Zelle normiert. Dabei werden diese jeweils durch die mitgeza¨hlte Anzahl der
Summanden geteilt. Anschließend erfolgt die Bestimmung der Dispersionsterme. Die
Berechnung des 3.ten Moments in radialer Richtung (vgl. Gl. (1.12)) erfolgt beispiels-
weise anhand von
σ3rrr ≡ (vr − vr)(vr − vr)(vr − vr)
= v3r − 3v2r vr + 2vr3. (2.12)
In Anhang B sind die entsprechenden Beziehungen sa¨mtlicher berechneter Momente
aufgelistet.
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Nachdem auf diese Weise die Dispersionen im gesamten betrachteten Gitter bestimmt
wurden, erfolgt die Berechnung der daraus ableitbaren physikalischen Gro¨ßen.
Da kein ga¨nzlich axialsymmetrisches Potential verwendet wird, besitzt der (symmetri-
sche) Dispersionstensor σ2ij auch nicht-verschwindende Elemente abseits seiner Diago-
nalen (z.B.: in den 2D Simulationen σ2rφ).
Zur Bestimmung der Form des Geschwindigkeitsellipsoids, also der Anisotropie bezie-
hungsweise des Triaxialita¨tsparameters (vlg. Abschnitt 1.2.6), muss aus diesem Grunde
eine Hauptachsentransformation durchgefu¨hrt werden. Diese entspricht einem Eigen-
wert-Problem einer quadratischen Matrix. Im transformierten Tensor sind anschließend
alle nicht-diagonalen Elemente gleich 0 und die Gleichungen (1.64) bzw. (1.65) ko¨nnen
angewendet werden.
In den zweidimensionalen Berechnungen ergibt sich dabei ein quadratischer Zusam-
menhang, welcher analytisch gelo¨st werden kann. Im Falle der dreidimensionalen Simu-
lationen findet man eine kubische Relation. Fu¨r eine solche kann im Allgemeinen keine
analytische Lo¨sung angegeben werden und die Auswertung der gefundenen Beziehung
muss numerisch erfolgen.
Dazu wird im Programm eine leicht modifizierte Routine aus den Numerical Recipes
(Press et al. (1992)) verwendet, welche auf so genannten Jacobi-Rotationen beruht.
Von einer genauen Beschreibung des Verfahrens wird jedoch an dieser Stelle abgesehen
und auf die genannte Literatur verwiesen.
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Kapitel 3
Das Programm
Der Quellcode des Programms wurde in der Programmiersprache C++ geschrieben.
Auf Anwendung von Objekten, Templates, U¨berladen von Funktionen oder a¨hnlicher
Konzepte dieser Sprache wurde dabei jedoch verzichtet.
Zur Integration der Bewegungsgleichungen wird, wie bereits erwa¨hnt, ein Runge-Kutta-
Verfahren 5.ter Ordnung mit adaptiver Schrittweite aus Press et al. (1992) verwendet.
In einer ersten Testversion wurden auch in C++ realisierte Integratoren (z.B.: Bulirsch-
Stoer Methode) aus Press et al. (2007) implementiert. Da diese jedoch nicht in einer, der
behandelten Fragestellung nach optimierten, Form vorliegen und mit diesen auch kei-
ne nennenswert unterschiedlichen Resultate gefunden werden konnten, erfolgten sa¨mt-
liche hier vorgestellte Simulationen mit Hilfe des leicht modifizierten Runge-Kutta-
Integrators aus Press et al. (1992).
Des Weiteren wurde die Routine zur numerischen Berechnung der Eigenwerte des Di-
spersionstensors σ2ij im Falle der dreidimensionalen Simulationen (vgl. Abschnitt 2.4)
aus Press et al. (1992) entnommen.
Bei der Bestimmung der radialen Anfangspositionen der Sterne kommt ebenfalls eine
Interpolationsfunktion aus Press et al. (1992) zur Anwendung, welche den gewu¨nsch-
ten exponentiellen Dichteverlauf zwischen der inneren und der a¨ußeren Grenze der
Ausgangsscheibe gewa¨hrleistet.
Mit Ausnahme der eben angesprochenen Routinen wurde der Programmcode ga¨nzlich
selbst entwickelt.
Da einzelne Programmfunktionen, je nach gewu¨nschten Simulationsparameter (2D oder
3D), sehr unterschiedliche Berechnungen vornehmen mu¨ssen, wurden diese in zweifa-
cher Ausfu¨hrung implementiert. Mittels bedingter Kompilation ko¨nnen somit, dem ge-
wa¨hlten Parameter entsprechend, die passenden Programmroutinen eingebunden wer-
den. Auf diese Weise werden zahllose Verzweigungsabfragen (branching statements, wie
z.B.: if oder switch) vermieden.
Eine vorla¨ufige Version des Simulationsprogramms wurde unter Verwendung des GNU
profilers namens gprof (g++ Version 4.1.0) untersucht. Mit Hilfe dieses profilers kann
unter anderem analysiert werden, wie oft einzelne Programmfunktionen aufgerufen wer-
den und wie viel Rechenzeit jeweils dabei beno¨tigt wird (fu¨r eine genaue Beschreibung
siehe z.B.: Gough (2005)).
Abbildung 3.1 zeigt einen Ausschnitt des erhaltenen Profils eines Testlaufs des dreidi-
mensionalen Modells mit einer Teilchenzahl von 10000. Die Programmparameter wur-
den dabei auch so gesetzt, dass sowohl die Winkelgeschwindigkeit als auch die Ampli-
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tude der Potentialsto¨rung zeitlich variierten.
Abbildung 3.1: Ausschnitt des Programmprofils erstellt mit gprof
Wie unschwer zu erraten, bezeichnen in Abb. 3.1 die Funktionen dpotdr 3D und
dpotdz 3D die Ableitungen des Gesamtpotentials (also Φtot = Φaxsym + Φpert) in r-
bzw. z-Richtung.
Vor allem die Berechnung der Beschleunigungen in vertikaler Richtung erweist sich
dabei als sehr zeitintensiv. Der Grund dafu¨r ist ho¨chstwahrscheinlich in der relativ
aufwendigen numerischen Auswertung des vertikalen Profils der Sto¨rung (∝ sech2(z/z0),
siehe Kapitel 5) zu suchen.
Die Berechnungen der zeitlich variablen Amplitude und des Terms Ω˙s sind in der Funk-
tion derivs implementiert, woraus der vergleichsweise große Anteil an Rechenzeit dieser
Routine folgt. Da Teile der Ableitungen in Richtung der drei Koordinatenrichtungen
(r, φ und z) identisch sind, werden diese ebenfalls in derivs berechnet und als konstante
Parameter an die entsprechenden Funktionen u¨bergeben. Dadurch muss die Auswer-
tung dieser Faktoren nur einmalig erfolgen.
Die Ableitungen in tangentialer Richtung (dpotdphi 3D) beno¨tigen wesentlich weniger
Laufzeit da, wie in Kapitel 2 schon angesprochen, das Hintergrundpotential axialsym-
metrisch angenommen wird und somit lediglich die Sto¨rung eine Winkelabha¨ngigkeit
aufweist.
Die Funktionen rkck und rkqs sind Bestandteile der Berechnung der Teilchenbahnen
und werden von der eigentlichen Integrationsroutine odeint aufgerufen. Fu¨r eine ge-
nauere Diskussion dieser Abha¨ngigkeiten sei wiederum an die Literatur verwiesen (Press
et al. (1992)).
In der Spalte calls in Abb. 3.1 ist eingetragen, wie oft die verschiedenen Programmfunk-
tionen aufgerufen wurden. Die Berechnung der Geschwindigkeitsmomente erfolgt nach
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je einem Myr und die Orbits werden bis zu 10 Gyr bestimmt, wodurch sich die Anzahl
der calls der Funktion odeint bei der Samplegro¨ße von 10000 ergibt (104 Zeitschritte x
104 Teilchen = 108).
Bei der Integration der Sternbahnen um jeweils ein Myr werden mehrmals die drei
Funktionen der Ableitungen des Potentials aufgerufen. Bei dem verwendeten Runge-
Kutta-Verfahren 5.ter Ordnung werden bei jedem Zeitschritt sechs Auswertungen der
Bewegungsgleichung durchgefu¨hrt (die sechste wird zur Bestimmung der na¨chst folgen-
den Schrittweite und der Abscha¨tzung des Fehlers beno¨tigt), wodurch die hohe Anzahl
der Aufrufe der jeweiligen Ableitungsfunktionen folgt. Durch die Festlegung der in-
ternen Integrationsgenauigkeit von 10−10 mu¨ssen einzelne Zeitschritte mit zu großen
Abweichungen mit kleineren Schrittweiten wiederholt werden. Diese Tatsache erho¨ht
die Anzahl der calls der Funktionen dpotdr 3D, dpotdz 3D und dpotdphi 3D zusa¨tzlich.
Die einzelnen Zahlenwerte der Prozentangaben der Laufzeit ko¨nnen jedoch von Simu-
lation zu Simulation geringfu¨gig variieren und sind somit lediglich als grobe Richtwerte
zu verstehen.
Als Quintessenz dieses Programmprofils kann allerdings der Schluss gezogen werden,
dass bereits bei dieser vergleichsweise geringen Teilchenzahl na¨herungsweise 80% der
beno¨tigten Rechenzeit fu¨r die Integration der Sternbahnen aufgewendet wird. In Si-
mulationen mit wesentlich gro¨ßeren Teilchenzahlen kann dieser Prozentsatz noch be-
tra¨chtlich steigen.
Der Grund dafu¨r liegt in der angewandten Methode. In Abschnitt 2.3 wurde bereits dar-
auf hingewiesen, dass die physikalischen Ergebnisse der Simulationen als Eigenschaften
einer jeweiligen ra¨umlichen Gitterzelle zu verstehen sind. Die Resultate werden dabei
durch Mittelung der kumulativen Geschwindigkeitsmomente erzielt. Da eine gro¨ßere
Anzahl von Testteilchen somit “lediglich“ die Statistik verbessert, aber die prinzipielle
Datenauswertung im Allgemeinen nicht entscheidend beeinflusst, bleibt der Rechen-
aufwand der Auswerteroutinen bei verschiedenen Teilchenzahlen nahezu unvera¨ndert.
Aus diesem Grunde nimmt der Prozentsatz der Laufzeiten des Integrationsvorgangs
mit steigender Samplegro¨ße wesentlich zu.
Aus den U¨berlegungen des vorangegangenen Absatzes folgt, dass Bemu¨hungen eine we-
sentliche Verku¨rzung der Rechenzeit zu bewirken, bei der Integration der Sternbahnen
ansetzen mu¨ssen. Daher wurde diese, in einer parallelisierten Version des Programms,
auf verschiedene CPUs verteilt.
Da die einzelnen Testteilchen nicht wechselwirken, ko¨nnen somit die verschiedenen
nodes die Bahnberechnungen gewisser subsamples unabha¨ngig von einander durchfu¨h-
ren. Sind die Orbits aller Sterne bis zu einer gegebenen zeitlichen Grenze bestimmt
(standardma¨ssig 1 Gyr), werden die gesammelten Daten an den master node gesendet
und dort ausgewertet (vgl. die Beschreibung der Methode in Kapitel 2).
Sa¨mtliche in dieser Arbeit pra¨sentierten Ergebnisse wurden mit Hilfe der parallelisierten
Version des Programms erzielt.
Die Simulationen wurden dabei auf dem VIENNA ASTRO CLUSTER des Instituts
fu¨r Astronomie der Universita¨t Wien durchgefu¨hrt. In Tabelle 3.1 findet man die wich-
tigsten Kenndaten dieser Rechenanlage.
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Tabelle 3.1: Kenndaten zum verwendeten Rechencluster; aus dem VIENNA ASTRO CLUSTER User
Guide
master node
Komponente Instrument
CPU 2 x Intel Xeon X5365 QuadCore 2.33 GHz
Main Board Supermicro X7DWA-N
Memory 32 GB PC667, DDR2
Hard Disk 2x 160 GB, RAID1 (system)
RAID Card Symbios Logic MegaRAID SAS 84016E Controller
Network card Onboard DualPort Intel Gigabit Network Adapter
InfiniBand card Mellanox IB 4X DDR PCI-E Single Port HCA
42 computing nodes
Komponente Instrument
CPU 2 x Intel Xeon X5365 QuadCore 2.33 GHz
Main Board Supermicro X7DWA-N
Memory 16 GB (nodes 1 to 34), 32 GB (nodes 35 to 42)
Hard Disk SATA 250 GB
Network card Onboard DualPort Intel Gigabit Network Adapter
InfiniBand card Mellanox IB 4X DDR PCI-E Single Port HCA
storage 2 disks
Komponente Instrument
Data/home 3.4 TB, RAID5
Scratch 1.4 TB, RAID5
network
Komponente Instrument
Gigabit switch HP ProCurve Switch 2810-485
48 ports 10/100/1000 Mbps switch
InfiniBand switches 4 Flextronics 24-port 4X DDR
InfiniBand Switches (F-X430044)
operating system
Distribution Beschreibung
CentOS release 5.0 (Final) 2.6.18 (kernel)
compiler
C/C++ Compiler GNU GCC Collection 4.1.2 GNU Compiler
Message Passing Libraries
MVAPICH2 1.0.3 OSU MVAPICH2 VERSION 1.0.3
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Kapitel 4
2D Simulationen
In diesem Kapitel werden die Modelle und die Ergebnisse fu¨r die zweidimensiona-
len Berechnungen vorgestellt. In diesen Testsimulationen soll versucht werden, die Er-
gebnisse anderer Autoren zu reproduzieren. Das dazu betrachtete Modell wurde von
Contopoulos & Grosbøl (1986) vorgeschlagen. In der genannten Arbeit wurde das Ver-
halten von Sternbahnen in einem rotationssymmetrischen Hintergrundpotential unter
dem Einfluss von schwachen, nicht-axialsymmetrischen Potentialsto¨rungen untersucht.
Dabei sollte keine spezielle Galaxie modelliert werden, jedoch konstruierten die Autoren
eine Rotationskurve, welche na¨herungsweise jener von NGC 5247 entspricht.
Theis & Vorobyov (2008) untersuchen die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeits-
momente und anderer, davon ableitbarer, physikalischer Gro¨ßen anhand dieses Modells.
Eine entscheidende Aussage dieser Arbeit ist, dass die Momente 3.ter und ho¨herer Ord-
nungen an der ultraharmonischen Resonanz (UHR) nicht vernachla¨ssigbar seien, und
somit die beispielsweise in Vorobyov & Theis (2008) angewendete zero-heat flux Ap-
proximation (ZHFA) (vgl. Abschnitt 1.2.2) in diesen Bereichen keine gute Na¨herung
darstellt.
Dieses Modell nach Contopoulos & Grosbøl (1986) wird in Abschnitt 4.1 vorgestellt
und die Resultate der eigenen Simulationen werden in Abschnitt 4.2 gezeigt.
Dabei erfolgt die galaktische Rotation im mathematisch positiven Sinne (also gegen den
Uhrzeigersinn). Der Zahlenwert fu¨r den Anstellwinkel der konstanten Sto¨rung wird da-
bei gema¨ß Contopoulos & Grosbøl (1986) gesetzt, wodurch die Spirale in den betrach-
teten Modellen jeweils trailing Arme aufweist.
In Anlehnung an Theis & Vorobyov (2008) wird dabei stets ein Kreisring der Galaxie
von 4 bis 40 kpc untersucht.
4.1 Das Modell nach Contopoulos & Grosbøl (1986)
Die Autoren suchten nach einer mo¨glichst einfachen analytischen Beziehung, welche
mit den Beobachtungen im Einklang steht. Dabei konstruierten sie eine Relation fu¨r
die Rotationskurve. Diese sollte gegen einen gewissen Maximalwert vmax streben und
eine bulge-, als auch eine disk -Komponente besitzen. Erstere weist einen steilen Anstieg
im Zentrum auf und fa¨llt danach exponentiell ab. Die Scheibenkomponente steigt mit
zunehmendem Radius und na¨hert sich einem konstanten Wert. Die so konstruierte
Rotationskurve lautet
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vc(r) = vmax
√
fbbr exp(−br) + [1− exp(−dr)]. (4.1)
Der Parameter vmax bezeichnet den schon erwa¨hnten Maximalwert der Rotationsge-
schwindigkeit. fb (bulge fraction) beschreibt die relative Sta¨rke der beiden Komponen-
ten und die b und d bezeichnen die inversen Skalenla¨ngen von bulge und disk. Die
Winkelgeschwindigkeit in diesem Model strebt im Zentrum gegen Unendlich.
Mit Hilfe der Beziehung (1.20) folgt durch Integration von Gl. (4.1) das axialsymme-
trische Potential
Φ0(r) = −v2max (fb exp(−br)− [ln r + E1(dr)]) , (4.2)
wobei E1 ein exponentielles Integral der Form
E1(z) ≡
∫ ∞
1
e−tz
t
dt (4.3)
bezeichnet.
Die Zahlenwerte der einzelnen Parameter werden ebenfalls aus Contopoulos & Grosbøl
(1986) entnommen und sind in Tabelle 4.1a aufgelistet. Die daraus resultierende Form
des Potentials wird in Abbildung 4.1b illustriert.
vmax 300 km s
−1
fb 0.03
b 0.694 kpc
−1
d 0.1 kpc
−1
(a) Tabelle der verwende-
ten Parameter
-20 000
0
20 000
xHpcL -20 000
0
20 000
yHpcL
850 000
925 000
1 000 000
(b) Form des Potentialtopfes in einem Kreisring zwischen 4
und 40 kpc in Einheiten von [pc2 Myr−2]
Abbildung 4.1: Axialsymmetrisches Potential nach Contopoulos & Grosbøl (1986)
Die Form der somit erhaltenen Rotationskurve ist in Abbildung 4.2 dargestellt.
Als Potentialsto¨rung wird eine logarithmische Spiralstruktur mit Anstellwinkel i0 ver-
wendet. Diese steigt na¨herungsweise konstant im Zentralbereich und fa¨llt nachfolgend
exponentiell ab
Φpert(r, φ) = Ar exp(−sr) cos
(
m
[
ln
(
r
rs
)
cot(i0)− φ
])
. (4.4)
A beschreibt die Amplitude der Sto¨rung und s ihre inverse Skalenla¨nge. Der Parameter
m gibt die Anzahl der Spiralarme an. In Anlehnung an Vorobyov & Theis (2008) wurde
in Gl. (4.4) ein Normierungsradius rs eingefu¨hrt.
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Abbildung 4.2: Rotationskurve aus Gleichung (4.1) unter Verwendung der Parameter aus Tabelle 4.1a
Die einzelnen Zahlenwerte der verwendeten Gro¨ßen, als auch die Form der Potential-
sto¨rung sind in der Tabelle 4.3a bzw. in Abbildung 4.3b angegeben.
A 200 km2s−2 kpc−1
i0 -30
◦ (-pi/6)
s 0.1 kpc
−1
rs 1 kpc
(a) Tabelle der verwendeten
Parameter
-20 000
0
20 000
xHpcL
-20 000
0
20 000
yHpcL
-500
0
500
(b) Form der Sto¨rung in einem Kreisring zwischen 4 und 40
kpc in Einheiten von [pc2 Myr−2]
Abbildung 4.3: Potentialsto¨rung fu¨r NGC 5247 nach Contopoulos & Grosbøl (1986)
An einem bestimmten Radius besitzt die zweiarmige Spirale klarerweise 2 Potential-
maxima. Die beiden Winkel φpert, max,1(r) und φpert, max,2(r) ko¨nnen berechnet werden,
indem man das Argument des Kosinus in der Gleichung fu¨r die Sto¨rung (4.4) gleich 0
setzt (cos(0) = 1, oder allgemein: cos(npi) = ±1, fu¨r n ∈ Z).
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Diese Bedingung ergibt umgeformt fu¨r den einen Winkel
φpert, max,1(r) = ln
(
r
rs
)
cot(i0) mod pi. (4.5)
Das zweite Maximum liegt genau bei φpert, max,1(r) + pi. Die beiden Minima der Poten-
tialsto¨rung befinden sich jeweils um pi/2 verschoben.
Mit Hilfe der Poissongleichung und den gegebenen Zahlenwerten ko¨nnen die jeweiligen
Dichten des axialsymmetrischen Potentials und der Sto¨rung berechnet werden. Fu¨r die
Spirale aus Gl. (4.4) erha¨lt man dafu¨r
ρpert(r, φ) =
A exp (−sr)
4Gpir
(
− cos
[
m
(
φ− cot(i0) ln
(
r
rs
))]
(−1 +m2 + 3sr − 2sr2 + cot2 (i0)m2)
− 2m (−1 + sr) cot (i0) sin
[
m
(
φ− cot (i0) ln
(
r
rs
))])
. (4.6)
Die genauen Zahlenwerte der Winkel der beiden Dichtemaxima bei gegebenen Radius
ko¨nnen aus Gl. (4.6) nicht allgemein analytisch bestimmt werden. Diese liegen grob
abgescha¨tzt in den Regionen minimalen Potentials.
Den Grund dafu¨r kann man anhand der Beziehungen (4.5) und (4.6) plausibel machen:
Wie schon angesprochen wird das Maximum des Potentials bei jenen Winkeln erreicht,
an denen das Argument des Kosinus verschwindet. In Gleichung (4.6) dominiert eben-
falls der zu dem Kosinus proportionale Term. Da dabei die Klammer in der mittleren
Zeile dieser Relation im betrachteten Bereich der Galaxie stets positive Zahlenwerte
aufweist und dem Kosinus in Gl. (4.6) ein negatives Vorzeichen vorangestellt ist, folgt,
dass die Dichteminima na¨herungsweise in den Regionen maximalen Potentials bzw. die
Dichtemaxima an den Minima des Potentials zu finden sind.
In den inneren Bereichen der Galaxie ist diese grobe Abscha¨tzung durchaus zula¨ssig.
Die dabei auftretende Abweichung wa¨re beispielsweise in den Darstellungen des Ab-
schnitts 4.2 bis zu einem Radius von ca. 20 kpc nicht ersichtlich.
Bei gro¨ßeren Entfernungen vom Zentrum gewinnt jedoch der zu dem Sinus proportio-
nale Term in Gl.(4.6) mehr Einfluss und die Abweichungen werden augenscheinlich.
In den Pra¨sentationen der Ergebnisse im folgenden Abschnitt 4.2 soll jedoch die Lage
der Dichtemaxima veranschaulicht werden. Daher erfolgt die Berechnung dieser Werte
numerisch mit Hilfe des Programms Mathematica (Version 6.0.1). Zur Visualisierung
der Resultate wird in der vorliegenden Arbeit vor allem das Programm IDL (Version
6.3) verwendet. Dabei werden zur Darstellung der Dichtemaxima die jeweiligen Werte
aus einem, mittels Mathematica erzeugten, file eingelesen.
In der Originalarbeit der Autoren wird ein Dichtekontrast von Sto¨rung zu Hinter-
grundpotential von ca. 38% genannt. In Abbildung 4.4 ist das Verha¨ltnis |ρpert|/ρaxsym
dargestellt. Da dabei der Absolutwert der Dichte der Spirale verwendet wird, erscheinen
Bereiche, in welchen die Sto¨rung negative Dichten erzeugt, ebenfalls als lokale Maxima.
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Abbildung 4.4: Dichtekontrast |ρpert|/ρaxsym in einem Kreisring zwischen 4 und 40 kpc
Die auf die Testteilchen wirkenden Beschleunigungen (Kra¨fte) sind durch den nega-
tiven Gradienten des Potentials gegeben. Das Kra¨fteverha¨ltins in radialer Richtung
|Fr,pert|/|Fr,axsym| wird in Abbildung 4.5 veranschaulicht. Aus dieser Darstellung er-
kennt man, dass die Kraft der Sto¨rung in etwa 5% des Hintergrundpotentials erreicht.
Da Letzteres axialsymmetrisch angenommen wird und somit nur vom Radius abha¨ngt,
nimmt dieses keinen Einfluss auf die azimutalen Bewegungen.
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Abbildung 4.5: Kra¨fteverha¨ltnis |Fr,pert|/|Fr,axsym| in einem Kreisring zwischen 4 und 40 kpc
Die Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung wird in Anlehnung an Contopoulos & Grosbøl
(1986) bzw. Vorobyov & Theis (2008) mit Ωs = 12.5 km s
−1 kpc−1 angenommen.
Die Wahl von Ωs bestimmt die Radien der Resonanzregionen. Die Zahlenwerte dieser
Erscheinungen sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Dabei wird die a¨ußere 1:4 Resonanz als
outer ultraharmonische Resonanz (OUHR) angefu¨hrt.
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Tabelle 4.1: Resonanzradien fu¨r Ωs = 12.5 km s
−1 kpc−1 im Falle des Modells nach Contopoulos &
Grosbøl (1986)
ILR 1.4 kpc
UHR 12.2 kpc
CR 22.9 kpc
OUHR 32.1 kpc
OLR 40.9 kpc
In Abbildung 4.6 sind die entsprechenden Kurven Ω + κ/2, Ω + κ/4, Ω, Ωs, Ω − κ/4
und Ω− κ/2 im diskutierten Bereich dargestellt.
Abbildung 4.6: Darstellung der Resonanzradien bei Ωs = 12.5 km s
−1 kpc−1 in Falle des Modells nach
Contopoulos & Grosbøl (1986)
Aus dieser Darstellung bzw. aus Tabelle 4.1 erkennt man, dass sowohl die innere, als
auch die a¨ußere Lindblad-Resonanz außerhalb des betrachteten Bereichs liegen. Deren
Einfluss auf die Geschwindigkeitsdispersionen kann also nicht bestimmt werden.
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Zur besseren Interpretation der im Abschnitt 4.2 gezeigten Ergebnisse wird in Abbil-
dung 4.7 nochmals genau die Gestalt der Dichte der Sto¨rung veranschaulicht. Die dabei
dargestellten Konturen beschreiben 10 verschiedene Dichtelevel.
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Abbildung 4.7: Darstellung der Dichte der Sto¨rung in 10 verschiedene Level eingeteilt, im radialen
Bereich von 4 bis 20 kpc
Um die dabei auftretenden Strukturen leichter erkennbar zu machen, wird lediglich
ein radialer Bereich von 4 bis 20 kpc dargestellt. Die hellen Regionen markieren die
positiven und die dunklen die negativen Werte. Ebenfalls eingetragen sind sowohl die
beiden positiven Maxima als auch die UHR bei r = 12.2 kpc. Letztere wurde zur
besseren Vergleichbarkeit mit den spa¨ter folgenden Abbildungen eingezeichnet.
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4.2 Resultate fu¨r das Modell nach Contopoulos &
Grosbøl (1986)
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der 2D Simulationen vorgestellt und dis-
kutiert. In Anlehnung an Theis & Vorobyov (2008) erfolgt die Auswertung der Daten
jeweils in einem Kreisring zwischen 4 und 40 kpc. Diese beiden radialen Grenzen stellen
auch die Ra¨nder der anfa¨nglichen Sternscheibe dar. Ebenfalls aus eben genannter Arbeit
werden weitere Parameter fu¨r die Anfangsbedingungen und das Gitter u¨bernommen.
In Tabelle 4.2 findet man zusammenfassend eine Auflistung sa¨mtlicher verwendeter
Gro¨ßen.
Tabelle 4.2: Verwendete Parameter fu¨r das 2D Model und das Gitter
Name Bedeutung Wert
Parameter der Scheibe nach Theis & Vorobyov (2008)
nbody Anzahl der Teilchen 2000000
rd Skalenla¨nge der Scheibe 10 kpc
rdlow innere radiale Grenze des Gitters 4 kpc
rdhig a¨ußere radiale Grenze des Gitters 40 kpc
σrr Dispersion der radialen Anfangsgeschwindigkeiten 20 km s
−1
Sample Parameter nach Theis & Vorobyov (2008)
∆t Zeitintervall der Momentensummation 1 Myr
tsample Zeitspanne, u¨ber welche die Mittelung erfolgt 1 Gyr
tend gesamte Integrationszeit 10 Gyr
dr radiale Ausdehnung einer Gitterzelle 200 pc
nφ Anzahl der Gitterzellen in azimutaler Richtung 500
Parameter des Potentials nach Contopoulos & Grosbøl (1986)
vmax maximale Rotationsgeschwindigkeit 300 km s
−1
fb relative Sta¨rke von bulge zu disk Komponente 0.03
b inverse Skalenla¨nge des bulge 0.694 kpc
−1
d inverse Skalenla¨nge der disk 0.1 kpc
−1
Parameter der Sto¨rung nach Contopoulos & Grosbøl (1986)
A Amplitude der Sto¨rung 200 km2 s−2 kpc−1
s inverse Skalenla¨nge der Sto¨rung 0.1 kpc
−1
i0 Anstellwinkel der Sto¨rung -30
◦
m Anzahl der Spiralarme 2
Parameter der Sto¨rung nach Blitz & Spergel (1991)
tadi Anlaufzeit der Sto¨rung 600 Myr
Mit den gewa¨hlten Zahlenwerten fu¨r das polare Gitter ergeben sich somit 180 radiale
Zellen und 500 azimutale. Im Summe erfolgt also die Auswertung der Daten folglich in
90000 ra¨umlichen Gebieten.
Um die erhaltenen Resultate leicht mit jenen von Theis & Vorobyov (2008) vergleichbar
zu machen, werden in nachfolgenden Abbildungen die normierten Geschwindigkeitsmo-
mente stets in der Form sign(σni ) · (|σni |)1/n dargestellt, wobei σni das jeweiligen Moment
und die Variable n dessen Ordnung beschreibt.
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Zuerst soll untersucht werden, ob die erhaltenen Ergebnisse mit jenen von Theis &
Vorobyov (2008) inhaltlich u¨bereinstimmen.
Abbildung 4.8: Zeitliche Entwicklung der sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3 in [km s−1] im mitbewegten Bezugs-
system der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 12.5 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein
Bereich von ±40 kpc in x- und y-Richtung, der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der
Scheibe betra¨gt 4 kpc. Schwarz eingetragen sind die beiden positiven Maxima der Dichte der Sto¨rung.
Ebenfalls eingezeichnet wurden die Radien der wichtigsten Resonanzen im dargestellten Bereich, von
innen nach außen: UHR (punktiert), CR (strichliert) und OUHR (strichpunktiert).
Dazu wird in Abbildung 4.8 die Entwicklung der normierten Geschwindigkeitsmomente
3.ter Ordnung in radialer Richtung in der Form sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3 im untersuchten
Bereich von 4 bis 40 kpc dargestellt.
Der rechts unten geplottete snapshot des Zeitintervalls 9-10 Gyr entspricht dabei der
Figur 3 aus Theis & Vorobyov (2008). In nahezu perfekter U¨bereinstimmung mit
eben genannter Arbeit, findet man auch hier, dass die Momente 3.ter Ordnung im
Bereich der ultraharmonischen Resonanz jeweils vier peaks der Gro¨ßenordnung von
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±20 km s−1 aufweisen.
Innerhalb dieses Bereichs entsteht eine zweiarmige Struktur, wobei die Region der gro¨ß-
ten Dichte der Sto¨rung eine scharfe Grenze zwischen der konkaven Seite der positiven
und der konvexen Seite der negativen Maxima darstellt.
Sowohl am inneren, als auch am a¨ußeren Rand des untersuchten Bereichs finden sich
ebenfalls jeweils zweifache Maxima. Zum Einen folgen diese aus dem nicht vollsta¨ndigen
sampling : Da die Sternscheibe an bestimmten radialen Grenzen abgeschnitten werden
muss und die Teilchen nur im angegebenen Bereich betrachtet werden, “fehlen“ somit
in der Berechnung die Sterne, welche jeweils außerhalb dieser Begrenzungen liegen. In
Theis & Vorobyov (2008) wird ebenfalls auf diese Weise argumentiert. Die Autoren
sprechen in diesem Zusammenhang von incomplete sampling.
Zum Anderen liegen die radialen Grenzen des polaren Gitters sehr nahe an der inneren
bzw. der a¨ußeren Lindblad-Resonanz (vgl. Tabelle 4.1). Diese Regionen ko¨nnen sich
ebenfalls auf die Dispersionen auswirken. Vor allem letztgenannte befindet sich nur
knapp 1 kpc außerhalb des betrachteten Bereichs, wodurch der Einfluss des incomplete
samplings noch versta¨rkt wird.
Weiters kann aus Abbildung 4.8 geschlossen werden, dass sich im Sternsystem nach ei-
ner Simulationszeit von ca. 5 Gyr na¨herungsweise ein Gleichgewichtszustand ausbildet.
Als na¨chstes sollen die radialen Momente 5.ter Ordnung, also sign(σ5rrrrr) · (|σ5rrrrr|)1/5,
betrachtet werden. Dabei findet man, dass deren ra¨umliche und zeitliche Entwicklung
nahezu vollsta¨ndig jener der 3.ten Momente gleicht. Lediglich die einzelnen Zahlenwerte
sind generell etwas ho¨her. Wa¨hrend in der Abb 4.8 die Maxima im Bereich von ca. ±25
km s−1 liegen, weisen die peaks im Falle der 5.ten Momente Zahlenwerte von ca. ±40
km s−1 auf. Da also die Darstellung letzterer beinahe zu der Abbildung 4.8 identisch
ist, wird auf eine Visualisierung dieser Resultate verzichtet.
Die zeitliche Entwicklung der radialen Geschwindigkeitsdispersionen, also der 2.ten
Momente, findet man in Abbildung 4.9. Da deren Zahlenwerte stets positive Vorzeichen
aufweisen, entspricht die dargestellte Form einfach
√
σ2rr.
Wiederum erkennt man eine vierfa¨ltige Struktur im Bereich der ultraharmonischen Re-
sonanz und innerhalb dieser auch, leicht angedeutete, Maxima entlang den Regionen
der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung.
Außerhalb der Korotation, und jeweils um pi/2 zu den Maxima der Spirale verschoben,
erreichen die Dispersionen die kleinsten Werte. Analog zum Falle der 3.ten radialen
Momente stellt sich auch hier nach einer Simulationszeit von ca. 5 Gyr ein Gleichge-
wichtszustand ein.
Vor allem in den letzten snapshots werden am a¨ußeren Rand der Scheibe wiederum
jeweils zwei peaks, mit unterschiedlichem Vorzeichen sichtbar. Diese sind wesentlich
schwa¨cher als jene bei den σrrr auftretenden und ko¨nnen analog als “Vorboten“ der
OLR bzw. durch den Einfluss des incomplete samplings bedingte Fehler interpretiert
werden.
Allerdings kann, mit Ausnahme des Bereiches der UHR, de facto keine Vera¨nderung der
radialen Dispersionen im Zeitverlauf festgestellt werden. Im Rahmen der angewandten
Methode ist eine Sto¨rung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit und Amplitude folglich
nicht im Stande des beobachtete disk heating in radialer Richtung zu reproduzieren.
Dies steht in guter U¨bereinstimmung zu den U¨berlegungen in Abschnitt 1.3.
Bei der Untersuchung der 4.ten Momente sign(σ4rrrr) · (|σ4rrrr|)1/4 wird wiederum fest-
gestellt, dass deren ra¨umliche und zeitliche Entwicklung beinahe identisch ist zu jener
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Abbildung 4.9: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 12.5 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±40 kpc
in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe betra¨gt 4 kpc.
Schwarz eingetragen sind die beiden positiven Maxima der Dichte der Sto¨rung. Ebenfalls eingezeichnet
wurden die Radien der wichtigsten Resonanzen im dargestellten Bereich, von innen nach außen: UHR
(punktiert), CR (strichliert) und OUHR (strichpunktiert).
der 2.ten Momente. Aus diesem Grunde werden diese hier nicht explizit dargestellt.
Die berechneten Zahlenwerte der 4.ten Momente liegen im Bereich von ca. 20 bis 35
km s−1 und sind somit ho¨her als die σrr.
Abbildung 4.10 zeigt die Entwicklung der tangentialen Geschwindigkeitsdispersionen
σφφ. Analog zum Falle der σrr entspricht auch hierbei die dargestellte Form
√
σ2φφ.
Da letztere mit den radialen Dispersionen verbunden sind (vgl. Abschnitt 1.2.3, bzw.
Gl. (1.47)), liegen die berechneten Ergebnisse hier bei kleineren Zahlenwerten als bei
den σrr. Aus diesem Grunde wird auch eine andere Farbskalierung gewa¨hlt.
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Im Gegensatz zur Situation in Abb. 4.9 etabliert sich eine vierfa¨ltige Struktur an der
ultraharmonischen Resonanz hierbei erst nach einigen Gyr und erweist sich auch nach-
folgend als nicht derart ausgepra¨gt. Auch innerhalb dieser Resonanz werden kleine
features sichtbar.
Abbildung 4.10: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 12.5 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±40 kpc
in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe betra¨gt 4 kpc.
Schwarz eingetragen sind die beiden positiven Maxima der Dichte der Sto¨rung. Ebenfalls eingezeichnet
wurden die Radien der wichtigsten Resonanzen im dargestellten Bereich, von innen nach außen: UHR
(punktiert), CR (strichliert) und OUHR (strichpunktiert).
Zusa¨tzlich findet man knapp außerhalb der Korotation eine zweifa¨ltige Struktur. Die
positiven Maxima liegen dabei anfa¨nglich in den Regionen gro¨ßter Dichte, wandern
allerdings bis zum Ende der Simulation um einen Winkel von pi/2.
Mit Ausnahme des Bereichs der UHR kann aber auch hier im Falle der tangentialen
Dispersion keine “Aufheizung“ der Scheibe beobachtet werden.
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Wiederum findet man, dass sich die 4.ten Momente in tangentialer Richtung analog den
entsprechenden 2.ten Momenten verhalten. Eine Darstellung der (σ4φφφφ)
1/4 mit einer
Farbindizierung von 14 bis 24 km s−1 entspra¨che nahezu exakt der Abbildung 4.10.
Daher wird von einer Visualisierung dieser Resultate abgesehen.
Die Entwicklung der sign(σ3φφφ) · (|σ3φφφ|)1/3 wird in Abbildung 4.11 veranschaulicht.
Abbildung 4.11: Zeitliche Entwicklung der sign(σ3φφφ) · (|σ3φφφ|)1/3 in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 12.5 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein
Bereich von ±40 kpc in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der
Scheibe betra¨gt 4 kpc. Schwarz eingetragen sind die beiden positiven Maxima der Dichte der Sto¨rung.
Ebenfalls eingezeichnet wurden die Radien der wichtigsten Resonanzen im dargestellten Bereich, von
innen nach außen: UHR (punktiert), CR (strichliert) und OUHR (strichpunktiert).
Generell sind dabei wesentlich mehr Strukturen sichtbar als im Falle der 3.ten Momente
in radialer Richtung. Auffallend ist auch, dass die jeweiligen Maxima leicht“verschoben“
erscheinen im Vergleich zu den σrrr. Die zweiarmigen features innerhalb der UHR knapp
“vor“ dem Maximum der Sto¨rung (die Rotation erfolgt gegen den Uhrzeigersinn), welche
45
KAPITEL 4. 2D Simulationen
im radialen Falle positive Vorzeichen aufwiesen, besitzen hier negative Zahlenwerte.
Analog zu den 3.ten Momenten in radialer Richtung sind auch hier die jeweiligen peaks
am a¨ußeren Rande der Scheibe stark ausgepra¨gt.
Da sich auch in diesem Falle die 5.ten Momente (sign(σ5φφφφφ) · (|σ5φφφφφ|)1/5) analog zu
den 3.ten Momenten aus Abbildung 4.11 verhalten, werden diese nicht explizit gezeigt.
Die erhaltenen Werte liegen dabei im Bereich von ±35 km s−1, also wiederum etwas
ho¨her als bei den σφφφ.
Als na¨chstes sollen Lage, die Vertex-Abweichung lV , und Form des Geschwindigkeitsel-
lipsoids, die Anisotropie b, diskutiert werden.
Bei der Untersuchung der Anisotropie b wird keine wesentliche zeitliche Entwicklung
festgestellt. Daher soll an dieser Stelle lediglich die Situation am Ende der Simulation
in Abbildung 4.12 veranschaulicht werden. Der Grund fu¨r diese Konstanz ist wohl in
der a¨hnlichen zeitlichen Entwicklung der radialen und tangentialen Dispersionen zu
suchen. Da die Form des Geschwindigkeitsellipsoids durch das Verha¨ltnis dieser beiden
Gro¨ßen gegeben ist (vgl. Definition (1.64)), kann somit die Anisotropie nicht allzu stark
variieren.
Abbildung 4.12: Ra¨umliche Verteilung der Anisotropie b im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 12.5 km s
−1kpc−1 im betrachteten Bereich von ±40 kpc in x- und
y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe betra¨gt 4 kpc. Schwarz
eingetragen sind die beiden positiven Maxima der Dichte der Sto¨rung. Ebenfalls eingezeichnet wur-
den die Radien der wichtigsten Resonanzen im dargestellten Bereich, von innen nach außen: UHR
(punktiert), CR (strichliert) und OUHR (strichpunktiert).
Die in Abschnitt 1.2.6 angegebene Definition von lV (Gl.(1.63)) erlaubt nur Zahlenwerte
zwischen ±45◦. Bei einer genauen Untersuchung der erhaltenen Werte wird allerdings
festgestellt, dass in bestimmten Regionen diese Grenzen u¨berschritten werden. Daher
findet die Erweiterung der klassischen Definition aus Vorobyov & Theis (2006)
l˜V =
{
lV fu¨r σ
2
rr < σ
2
φφ
lV + sign
(
σ2rφ
) · pi
2
fu¨r σ2rr > σ
2
φφ,
(4.7)
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Anwendung. Dabei entsprechen die lV der Definition aus Gl. (1.63). Die eben getroffe-
nen Erweiterung der Beschreibung der Abweichung des Geschwindigkeitsellipsoids von
den Koordinatenachsen la¨sst auch Zahlenwerte bis ±90◦ zu.
Abbildung 4.13: Zeitliche Entwicklung der Vertex-Abweichung l˜V in [deg] im mitbewegten Bezugs-
system der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 12.5 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein
Bereich von ±23 kpc in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der
Scheibe betra¨gt 4 kpc. Schwarz eingetragen sind die beiden positiven Maxima der Sto¨rung. Ebenfalls
eingezeichnet wurden die Radien der wichtigsten Resonanzen im dargestellten Bereich, von innen nach
außen: UHR (punktiert) und CR (strichliert).
In Abbildung 4.13 sind die somit berechneten Werte der l˜V dargestellt. Da in den a¨uße-
ren Regionen des betrachteten Ausschnitts der Galaxie keine nennenswerten Strukturen
erkennbar sind, wird lediglich ein Bereich von -23 bis 23 kpc in x- und y-Richtung dar-
gestellt. Die Darstellung zeigt somit die Situation innerhalb des Korotations-Radius.
Die Ergebnisse der ersten drei Zeitintervalle zeigen kaum eine zeitliche Vera¨nderung.
Die dabei gefundene Struktur der Vertex-Abweichung entspricht in sehr guter U¨ber-
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einstimmung den Ergebnissen aus Theis & Vorobyov (2008) (Figur 1). Innerhalb der
ultraharmonischen Resonanz findet man eine zweiarmige Struktur. Die beiden Dichte-
maxima der Spiralsto¨rung bilden scharfe Grenzen zwischen den entstandenen Armen
mit Werten von beinahe ±90◦.
Knapp außerhalb dieser Resonanz etablieren sich ab ca. 4 Gyr Simulationszeit an den
Enden der zweiarmigen Struktur starke Maxima im Bereich der gro¨ßten Sto¨rdichte.
Erst zu spa¨teren Zeiten entstehen im Bereich der UHR vierfa¨ltige lokale Maxima, wel-
che auch schon bei den Geschwindigkeitsmomenten gefunden wurden.
4.3 Abschlussbemerkungen zu den 2D Simulatio-
nen
Eines der Hauptziele dieses Kapitels lag darin, die Resultate anderer Autoren (Theis &
Vorobyov (2008)) zu reproduzieren. Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, konnte
diese Vorgabe sehr gut erfu¨llt werden.
Dabei wurden wie in genannter Arbeit das Verhalten der Geschwindigkeitsmomente bis
zu 5.ter Ordnung, als auch die Entwicklung anderer daraus ableitbarer physikalischer
Gro¨ßen, wie zum Beispiel der Vertex-Abweichung, unter dem Einfluss einer konstanten
Spiralsto¨rung untersucht. Die hierbei erhaltenen Daten besta¨tigen die Ergebnisse aus
Theis & Vorobyov (2008) vollsta¨ndig.
Im Zuge der vorliegenden Arbeit wurde dabei nicht na¨her auf die gemischten Momente
(z.B.: σrφ usw.) eingegangen. Die entsprechenden selbst berechneten Werte stehen in
nahezu perfektem Einklang mit jener aus angesprochener Publikation. Etwaige kleine
Abweichungen sind dabei auf die, mit Hilfe von Zufallsgeneratoren erzeugten, unter-
schiedlichen Anfangspositionen der Sterne im Phasenraum zuru¨ckzufu¨hren.
Da diese Resultate jedoch ohnehin in Theis & Vorobyov (2008) detailliert beschrieben
und diskutiert werden, wurde auf eine genauere Betrachtung dieser hier verzichtet.
Es mu¨ssen somit auch die gleichen Schlussfolgerungen wie in der genannten Arbeit
gezogen werden, wonach vor allem im Bereich der ultraharmonischen Resonanz die
Momente ho¨herer Ordnung nicht vernachla¨ssigbar seien.
Ein, wie in Abb. 1.7 dargestellter, kontinuierlicher Anstieg der Geschwindigkeitsdisper-
sionen konnte dabei nicht beobachtet werden. Bei diesen Simulationen wurde keine
entscheidende Aufheizung der galaktischen Scheibe erzielt und somit keine Form von
disk heating nachgewiesen.
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3D Simulationen - Die Milchstraße
Nachdem in Kapitel 4 Simulationen in zwei Dimensionen vorgestellt wurden, sollen
nun dreidimensionale diskutiert werden, welche unsere Milchstraße beschreiben. Im
Gegensatz zu den bisherigen Betrachtungen wird nun auch untersucht, wie eine zeit-
lich variable Winkelgeschwindigkeit Ωs der Sto¨rung die Geschwindigkeitsdispersionen
beeinflusst. Ebenfalls soll der Fall einer zeitlich vera¨nderlichen Amplitude der Spirale
vorgestellt werden, als auch die Ergebnisse wenn beide, eben genannten Effekte auftre-
ten. Dabei wird jeweils ein Kreisring der Galaxis von 4 bis 35 kpc betrachtet.
Die galaktische Rotation erfolgt in den vorgestellten Simulationen im mathematisch
positiven Sinne. Also genau gegenla¨ufig zu der am Anfang der vorliegenden Arbeit in
Abb. 1.2 dargestellten Situation. Da jedoch im Folgenden der Anstellwinkel der Spi-
ralsto¨rung so gesetzt wird, dass wiederum trailing Arme entstehen, nimmt dies keinen
Einfluss auf die physikalischen Ergebnisse.
Anschaulich erfolgt die Betrachtung des Systems im Vergleich mit Abb. 1.2 somit also
aus Sicht des entgegengesetzten galaktischen Pols.
Zuerst wird in den folgenden Abschnitten das verwendete Modell fu¨r das Potential der
Galaxis vorgestellt.
5.1 Potential
Das verwendete Modell der Milchstraße besteht aus drei Teilen, welche verschiedene
Komponenten der Galaxie repra¨sentieren. Dabei wird das wirkende, axialsymmetrische
Potential Φaxsym(r,z) zusammengesetzt aus Anteilen der Scheibe Φdisk(r,z), des bulge
Φbulge(r,z) und des halo Φhalo(r,z). Einige Autoren verwendeten dabei wiederum meh-
rere Teilpotentiale fu¨r jede dieser einzelnen Bestandteile einer Galaxie. In Flynn et al.
(1996) wird beispielsweise die bulge Komponente in zwei Anteile zerlegt und die disk
durch drei verschiedene Scheibenpopulationen dargestellt.
Da in den wissenschaftlichen Publikationen kein allgemeiner Konsens bezu¨glich der
besten Anna¨herung des galaktischen Potentials herrscht, wird im Rahmen dieser Arbeit
ein Modell gewa¨hlt, welches ha¨ufig Anwendung findet (z.B.: in Wolfire et al. (1995),
Johnston et al. (1996), Johnston et al. (1999)). Dieses besteht aus je einer bulge-, disk -
und halo-Komponente und soll nun im Folgenden vorgestellt werden.
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5.1.1 Scheibe
Der Beitrag der Scheibe zum Gesamtpotential wird durch ein Miyamoto-Nagai-Potential
(Miyamoto & Nagai (1975)) der Form
Φdisk(r, z) = − GMd√
r2 +
(
b+
√
c2 + z2
)2 (5.1)
beschrieben. Die Parameter b und c in dieser Beziehung verko¨rpern die Skalenho¨he
und die Skalenla¨nge der Scheibe. Das Verha¨ltnis der beiden, also c/b, beschreibt die
Abplattung des daraus resultierenden Potentials. In Anlehnung an Johnston et al.
(1999) wird b = 6500 pc, c = 260 pc und die Masse der Scheibe Md = 10
11 M
gesetzt. Die Gro¨ße G steht fu¨r die Gravitationskonstante, welche sich im verwendeten
Einheitensystem (vlg. Abschnitt 2) zu G ≈ 4.5 x 10−3 pc3 M−1 Myr−2 ergibt. Das
somit erhaltene Potential in der Galaktischen Ebene (d.h. fu¨r z = 0) der Scheibe ist in
Abbildung 5.1 dargestellt.
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Abbildung 5.1: Potential der Scheibe in der Ebene in einem Kreisring zwischen 4 und 35 kpc in
Einheiten von [pc2 Myr−2]
5.1.2 Bulge
Fu¨r das Potential des bulge wird ein spha¨risches Hernquist Potential angenommen
(Hernquist (1990)). Da in der vorliegenden Arbeit Zylinderkoordinaten verwendet wer-
den, wird anstelle des spha¨rischen R aus Hernquist (1990) geschrieben
√
r2 + z2. Man
erha¨lt somit
Φbulge(r, z) = − GMb
a+
√
r2 + z2
, (5.2)
wobei a die Skalenla¨nge des bulge darstellt. Nach Johnston et al. (1999) wird Mb = 3.4
× 1010 M und a = 700 pc gewa¨hlt. Die Gestalt des somit erhaltenen Potentialtopfes
wird in Abbildung 5.2 illustriert.
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Abbildung 5.2: Potential des bulge in der Ebene in einem Kreisring zwischen 4 und 35 kpc in Einheiten
von [pc2 Myr−2]
5.1.3 Halo
Der halo wird durch ein logarithmisches Potential dargestellt
Φhalo(r, z) =
v20
2
log
(
r2d + r
2 +
z2
q2
)
, (5.3)
wobei der Parameter q zur Beschreibung der Abplattung dient. Wiederum werden die
einzelnen Zahlenwerte der auftretenden Gro¨ßen aus Johnston et al. (1999) entnommen.
Dabei wird stets ein spha¨rischer halo angenommen und daher q gleich 1 gesetzt. Die
weiteren Zahlenwerte der verwendeten Parameter lauten v0 = 186 km s
−1 und rd = 12
kpc. In Abbildung 5.3 wird die Form dieses Potentials in der Ebene dargestellt.
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Abbildung 5.3: Potential des halo in der Ebene in einem Kreisring zwischen 4 und 35 kpc in Einheiten
von [pc2 Myr−2]
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5.1.4 Das gesamte, axialsymmetrische Potential
Das aus den eben genannten Komponenten resultierende Gesamtpotential ergibt sich
einfach aus der Summe der drei Einzelteile, also Φaxsym = Φdisk+Φbulge+Φhalo. Sa¨mtliche
verwendeten Parameter sind zusammengefasst in Abbildung 5.4a aufgelistet. Die Form
des so gebildeten Potentialtopfs wird in Abbildung 5.4b dargestellt.
disk
Md 10
11 M
b 6500 pc
c 260 pc
bulge
Mb 3.4 × 1010 M
a 700 pc
halo
v0 186 km s
−1
rd 12 kpc
q 1
(a) verwendete Parameter
nach Johnston et al. (1999)
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(b) Form des gesamten Potentialtopfs in der Ebene in einem
Kreisring zwischen 4 und 35 kpc in Einheiten von [pc2 Myr−2]
Abbildung 5.4: Gesamtpotential Φaxsym(r, z)
Abbildung 5.5: Rotationskurve des verwendeten Potentials der Milchstraße; ebenfalls eingezeichnet
sind die Beitra¨ge der einzelnen Komponenten
Unter Verwendung der Relation (1.20) kann die Rotationskurve des vorgestellten Po-
tentials Φaxsym berechnet werden. Diese wird in Abbildung 5.5 illustriert.
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5.2 Potentialsto¨rung
Die u¨berwiegende Mehrheit der verfassten Arbeiten u¨ber Potentialsto¨rungen behandelt
lediglich die Situation in zwei Dimensionen. In den hier vorgestellten dreidimensionalen
Berechnungen, muss auch das vertikale Profil der Spiralarme beru¨cksichtigt werden. Ei-
ne Beschreibung einer solchen, im Falle der Milchstraße anwendbaren, Sto¨rung konnte
im Zuge der Literaturrecherche nicht gefunden werden. Aus diesem Grunde wird ver-
sucht eine zu dem in Abschnitt 5.1 definierten galaktischen Potential passende Sto¨rung
zu konstruieren.
In Cox & Go´mez (2002) werden allgemeine dreidimensionale Sto¨rpotentiale behandelt.
Deren mathematische Definition gestaltet sich jedoch vergleichsweise kompliziert und
somit auch numerisch aufwendig. Ein anderer angedachter Ansatz bestand darin die
zweidimensionale Sto¨rung aus Gleichung (4.4) aus Contopoulos & Grosbøl (1986) um
einen exponentiellen Abfall in vertikaler Richtung ∝ e−|z|/z0 zu erweitern. Bei der Be-
rechnung der wirkenden Kraft in z-Richtung tritt jedoch dabei, aufgrund der Natur der
Ableitung exponentieller Terme, der Faktor z0 auf. Somit wu¨rde die Sto¨rung selbst in
der z = 0 Ebene zur Beschleunigung in z-Richtung beitragen.
Letzten Endes wurde die Beschreibung der Spiralarme aus Patsis & Grosbøl (1996)
entnommen
Φpert(r, φ, z) = Ae
−srr cos
(
m
[
cot(i0) log
(
r
rs
)
− φ
])
· sech2
(
z
z0
)
. (5.4)
Diese entspricht der verwendeten zweidimensionalen Potentialsto¨rung aus Gleichung
(4.4) mit der zusa¨tzlichen Abha¨ngigkeit in z-Richtung von sech2(z/z0). Wiederum be-
schreiben die Variablen A, s, m, i0 und rs die Amplitude, die inverse Skalenla¨nge, den
Anstellwinkel und den Normierungsradius der Spirale. Der hier zusa¨tzliche Parameter
z0 gibt die Skalenho¨he der Sto¨rung an.
Da die Zahlenwerte der einzelnen Variablen in Gleichung (5.4) aus Patsis & Grosbøl
(1996) fu¨r die Galaxie NGC 5907 bestimmt wurden, ko¨nnen diese im Rahmen des hier
verwendeten Modells der Milchstraße nicht u¨bernommen werden.
Wie in Kapitel 2 schon kurz angesprochen, muss bei der Wahl der Parameter vor allem
darauf geachtet werden, dass die Amplitude der Sto¨rung nicht zu groß gewa¨hlt wird.
Dies ko¨nnte zu Regionen mit unphysikalischen, negativen Gesamtdichten fu¨hren.
Das wirkende Gesamtpotential Φtot besteht aus dem axialsymmetrischen Anteil
Φaxsym(r,z) aus Abschnitt 5.1.4 und der hier diskutierten Sto¨rung Φpert(r,φ,z). Unter
Verwendung der Poissongleichung (in Zylinderkoordinaten)
1
r
∂
∂r
(
r
∂Φtot
∂r
)
+
1
r2
∂2Φtot
∂φ2
+
∂2Φtot
∂z2
= 4piGρ, (5.5)
kann die Dichte aus dem Gesamtpotential berechnet werden. Auf diese Weise wird mit
Hilfe von des Programms Mathematica (Version 6.0.1.0) versucht, passende Zahlenwerte
fu¨r die Parameter der Sto¨rung aus Gleichung (5.4) zu finden.
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In Valle´e (2005) findet man eine Auflistung verschiedener aktuell publizierter Simu-
lationen zur Milchstraße. In Anlehnung an die genannten Parameter in dieser Arbeit
und an De Simone et al. (2004) wird ein Wert von 15◦ fu¨r den Anstellwinkel gewa¨hlt.
Da jedoch, wie am Anfang des Kapitels bereits erwa¨hnt, ein anderer Rotationssinn
verwendet wird, muss das Vorzeichen dieses Winkels noch vertauscht werden. Dadurch
bleibt die Eigenschaft der trailing Arme der Milchstraße gewa¨hrleistet.
Fu¨r die Skalenho¨he z0 aus Gleichung (5.4) konnte in der Literatur kein passender Wert
gefunden werden. In der Arbeit von Patsis & Grosbøl (1996) wurde dieser in einem
Modell so gewa¨hlt, dass der Parameter z0 der Sto¨rung den halb so großen Zahlenwert
der Skalenho¨he der Ausgangsscheibe aufweist.
Dieser Ansatz konnte hier nicht u¨bernommen werden. Die Diskussion der im dreidi-
mensionalen Modell verwendeten Anfangskonfiguration erfolgt in Abschnitt 6. Dabei
wird eine Skalenho¨he von 400 pc verwendet. Dem Beispiel aus Patsis & Grosbøl (1996)
folgend, ko¨nnte somit fu¨r z0 ein Zahlenwert von 200 pc eingesetzt werden. Mit den ge-
wa¨hlten Werten der anderen Parameter wu¨rden somit jedoch Bereiche negativer Dich-
ten auftreten.
Diese u¨brigen Parameter ko¨nnen ihrerseits nicht beliebig gesetzt werden, da die Sto¨-
rung gewissen Bedingungen bezu¨glich den resultierenden Dichten und Kra¨ften unter-
liegt. So soll beispielsweise die in radialer Richtung wirkende Kraft der Sto¨rung einige
Prozentpunkte jener, durch das Hintergrundpotential hervorgerufenen, Beschleunigung
ausmachen.
Anhand der eben genannten U¨berlegungen, werden nach intensiver Studie der Para-
meter mittels Mathematica Zahlenwerte von 400 pc fu¨r z0, 150 km
2 s−2 kpc−1 fu¨r die
Amplitude A und 0.2 kpc−1 fu¨r die inverse Skalenla¨nge s der Spirale verwendet.
In Tabelle 5.1 sind die dazu verwendeten Werte nochmals zusammengefasst. Wiederum
findet dabei eine zweiarmige Spirale Verwendung.
Tabelle 5.1: Verwendete Parameter der Sto¨rung
Name Bedeutung Wert
A Amplitude 150 km2 s−2 kpc−1
s inverse Skalenla¨nge 0.2 kpc
−1
rs Normierungsradius 1 kpc
i0 Anstellwinkel -15
◦ (-pi/12)
m Anzahl der Spiralarme 2
z0 Skalenho¨he 400 pc
Die Gestalt der Spiralsto¨rung in der Ebene ist recht a¨hnlich zu jener im zweidimensio-
nalen Falle und wird in Abbildung 5.6 gezeigt.
Der bereits erwa¨hnte Dichtekontrast der beiden Komponenten |ρpert|/ρaxsym in der Ebe-
ne wird in Abbildung 5.7 veranschaulicht. Da dabei der Absolutbetrag der Dichte der
Spirale eingetragen ist, erscheinen auch die beiden Minima ihrer Dichte als lokale Ma-
xima.
Im Kapitel 4 bzw. in Contopoulos & Grosbøl (1986) wurden die auftretenden Para-
meter so adjustiert, dass ein Dichtekontrast von knapp 40% entsteht. Aus der hier
verwendeten Wahl der Gro¨ßen resultiert ein Kontrast der von Sto¨rung zu Hintergrund
von bis zu 50%. Die Maximalwerte werden dabei bei einem Radius von ca. 18 kpc
erreicht.
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Abbildung 5.6: Potential der Sto¨rung in der Ebene in einem Kreisring zwischen 4 und 35 kpc in
Einheiten von [pc2 Myr−2]
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Abbildung 5.7: Dichtekontrast |ρpert|/ρaxsym in der Ebene in einem Kreisring zwischen 4 und 35 kpc
Das Potential der zweiarmigen Sto¨rung weist bei gegebenen Radius klarerweise zwei,
um den Winkel pi, zueinander verschobene Maxima auf (vgl. Abb. 5.6). Da die Po-
tentialsto¨rung sehr a¨hnlich zu jener im zweidimensionalen Falle ist, ko¨nnen die beiden
Winkel φpert, max,1(r) und φpert, max,2(r) analog zu Kapitel 4 mit Hilfe von Relation (4.5)
berechnet werden.
Fu¨r die Dichte der Sto¨rung liefert die Poissongleichung in diesem Falle die Beziehung
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ρpert(r, φ, z) =
A exp(−sr)
4Gpiz20r
sech2
(
z
z0
)
·{
−2r2 cos
[
m
(
φ− cot (i0) ln
(
r
rs
))]
sech2
(
z
z0
)
+z20
(
− cos
[
m
(
φ− cot (i0) ln
(
r
rs
))]
·(−1 +m2 + 3sr − 2sr2 + cot2(i0)m2)
−2m (−1 + sr) cot (i0) sin
[
m
(
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(
r
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+4r2 cos
[
m
(
φ− cot (i0) ln
(
r
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tanh2
(
z
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. (5.6)
Aus a¨hnlichen U¨berlegungen wie im zweidimensionalen Falle aus Kapitel 4, folgt auch
hier, dass bei gegebenen Radius die beiden Dichtemaxima na¨herungsweise in den je-
weiligen Regionen minimalen Potentials liegen.
Diese Situation wurde mittels Mathematica untersucht und ist schematisch nochmals
in Abbildung 5.8 fu¨r die z = 0 Ebene veranschaulicht. Bei den jeweils 5 verschiedenen
dargestellten Potential- und Dichtelevel beschreiben die helleren Regionen die positi-
ven Werte. Gezeigt wird ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Der nicht
betrachtete jeweilige innere Teil der Scheibe mit Radius 4 kpc wird dabei ausgeblen-
det. Ebenfalls eingetragen sind die jeweiligen Maxima von Potential und Dichte und
zu Vergleichszwecken auch die Bereiche der ultraharmonischen Resonanz (UHR) und
der outer Lindblad Resonanz (OLR). Auf letztere wird an spa¨terer Stelle im Kapitel 6
noch Bezug genommen. Die Radien der beiden betragen 5.7 und 16.1 kpc.
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Abbildung 5.8: Vergleich von Potential und Dichte der Sto¨rung in der galaktischen Ebene, in 5 ver-
schiedene Level eingeteilt; zusa¨tzlich eingetragen sind die Bereiche der UHR bei r = 5.7 kpc und der
OLR bei r = 16.1 kpc
In Abbildung 5.9 ist der radiale Verlauf der Dichten ρaxsym, ρaxsym - ρpert,max und ρpert,max
in der Ebene illustriert. Dabei wird das negative Dichtemaximum der Sto¨rung (als
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−ρpert,max bezeichnet) gezeigt. Man beachte, dass dessen Winkel vom Radius abha¨ngig
ist. In der Darstellung wird folglich kein konstanter Winkel verwendet, sondern jeweils
φpert, max,1(r).
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Abbildung 5.9: Darstellung der radialen Dichteverla¨ufe ρaxsym (rot), ρaxsym - ρpert,max (schwarz) und
−ρpert,max (blau) in der Ebene im radialen Bereich von 4 bis 35 kpc in Einheiten von M/pc3
Aus dieser Visualisierung kann man ablesen, dass das Minimum der Gesamtdichte
ρaxsym - ρpert,max am a¨ußeren Rand der betrachteten Kreisscheibe liegt.
Eine, wiederum mit Mathematica durchgefu¨hrte, numerische Suche nach den Minima
der Gesamtdichte im gesamten behandelten Bereich liefert einen Zahlenwert von ca.
0.004 M/pc3 in der Ebene am Rand der Scheibe bei 35 kpc und den Winkeln von
ca. 140◦ (2.44 rad) bzw. ca. 320◦ (5.58 rad). Die beiden letztgenannten Resultate kann
man wiederum auch anhand von Beziehung (4.5) (±pi/2) plausibel machen.
Die Dichtemaxima der Potentialsto¨rung verbleiben bei fixem Radius auch abseits der
Ebene bei den gleichen Winkeln. Jedoch verlieren diese mit zunehmender galaktischer
Ho¨he an “Sta¨rke“.
Um dies zu veranschaulichen, wird in Abbildung 5.10 der vertikale Verlauf der Dichten
ρaxsym, ρaxsym - ρpert,max, ρpert,max und −ρpert,max am inneren Rand des betrachteten
Bereichs (4 kpc) illustriert.
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Abbildung 5.10: Darstellung der vertikalen Dichteverla¨ufe ρaxsym (rot), ρaxsym - ρpert,max (schwarz),
+ρpert,max (gru¨n) und −ρpert,max (blau) bei r = 4 kpc im Bereich von z = 0 pc bis z = 500 pc in
Einheiten von M/pc3
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Die Zahlenwerte der Kurven ρaxsym, ρaxsym - ρpert,max und −ρpert,max am linken Rand
bei r = 4 kpc sind klarerweise identisch zu jenen aus Abb. 5.9.
Da sowohl Sto¨rung als auch Hintergrundpotential symmetrisch bezu¨glich der galakti-
schen Ebene sind, verha¨lt sich die Situation in negativer z-Richtung analog.
Diese Darstellung zeigt, dass die Dichtemaxima +ρpert,max und −ρpert,max der Spirale
in einer gewissen Ho¨he oberhalb (bzw. unterhalb) der Ebene ihr Vorzeichen wechseln.
Eine genauere Untersuchung liefert einen Wert von z ≈ ±316 pc fu¨r diese “Nullstellen“.
Numerische Berechnungen zeigen, dass diese Stelle mit dem Radius variiert. In Abbil-
dung 5.11 wird diese radiale Abha¨ngigkeit illustriert.
Abbildung 5.11: Ho¨he der Dichtenullstelle der Sto¨rung zwischen r = 4 und 35 kpc
Diese “Umkehrung“ der Dichte resultiert aus der Konstruktion der Sto¨rung und ihre
Ho¨he ist durch die Wahl der Parameter bedingt. Da eine solche Situation jedoch in
realen Galaxien sehr unwahrscheinlich scheint, werden bei der Diskussion der Resultate
in Kapitel 6 nur Bereiche bis z = ±200 pc in Betracht gezogen.
Das aus der beschriebenen Wahl der Parameter resultierende Verha¨ltnis der in radialer
Richtung wirkenden Kra¨fte wird in Abbildung 5.12 dargestellt. Dabei erkennt man, dass
dieses, a¨hnlich dem Falle aus Kapitel 4, im Bereich von einigen Prozentpunkten liegt. Da
das Hintergrundpotential axialsymmetrisch angenommen wurde, wirkt in azimutaler
Richtung wiederum nur die Kraft der Sto¨rung. Da Letztere symmetrisch bezu¨glich der
galaktischen Ebene sein soll, folgt daraus, dass diese in der z = 0 Ebene keine Kraft in
vertikaler Richtung bewirkt.
Ausgehend von eben genannten U¨berlegungen wird die Amplitude A der Sto¨rung in
den Abschnitten 6.2 und 6.4 variiert, um deren Einfluss auf die Entwicklung der Ge-
schwindigkeitsdispersionen zu untersuchen.
Die Parameterstudie mit Mathematica zeigt, dass der Wert von A auch auf 200 km2
s−2 kpc−1 erho¨ht werden kann, ohne dass negative Gesamtdichten auftreten. Bei den
Simulationen mit zeitlich vera¨nderlicher Sta¨rke der Spirale wird dieser Zahlenwert fu¨r
die maximale Amplitude verwendet. Der Dichtekontrast weist in diesem Falle einen
Maximalwert von in etwa 70% bei einem Radius von ca. 18 kpc auf.
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Abbildung 5.12: Kra¨fteverha¨ltnis |Fr,pert|/|Fr,axsym| in der Ebene in einem Kreisring zwischen 4 und
35 kpc
U¨ber den Zahlenwert der Winkelgeschwindigkeit Ωs der Spiralarme in der Milchstraße
herrscht ebenfalls kein klarer Konsens in der Literatur. In Amaral & Lepine (1997)
befindet sich eine kurze Diskussion zu diesem Thema. Kurz zusammengefasst liegen
die Werte hierfu¨r ein einem Bereich von 20 - 30 km s−1 kpc−1.
Im folgenden Kapitel 6 wird bei den Simulationen mit konstantem Ωs ein Wert von 24
km s−1 kpc−1 verwendet. Bei den Berechnungen in den Abschnitten 6.3 und 6.4, welche
den Fall einer zeitlich vera¨nderlichen Winkelgeschwindigkeit diskutieren, wird diese so
variiert, dass ihr Zahlenwert am Ende der Simulation im oben genannten Intervall liegt.
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Kapitel 6
3D Resultate
In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der dreidimensionalen Simulationen vorge-
stellt. Das dazu verwendete Modell des axialsymmetrischen galaktischen Potentials
und der Spiralsto¨rung wurden im vorangegangenen Kapitel 5 beschrieben.
Dabei wird zuna¨chst in Abschnitt 6.1 der Fall einer zeitlich konstanten Sto¨rung be-
trachtet. In den Unterkapiteln 6.2 und 6.3 erfolgt die Diskussion der Situation bei
vera¨nderlicher Winkelgeschwindigkeit Ωs(t) bzw. variierender Amplitude A(t) der Spi-
rale. In Abschnitt 6.3 wird schließlich das Verhalten der Geschwindigkeitsdispersionen
unter dem Einfluss beider, eben genannter, Effekte behandelt.
Im zweidimensionalen Falle aus Kapitel 4 bewegten sich die Teilchen klarerweise aus-
schließlich in der betrachteten Ebene, wodurch (beinahe) alle Sterne im verwendeten
Auswertegitter erfasst und somit eine ausreichend gute Statistik erreicht wurde. Da
bei dem nun betrachteten dreidimensionalen Modell auch Bewegungen normal zur ga-
laktischen Scheibe auftreten, erha¨lt jede Gitterzelle auch die vertikale Ausdehnung dz
und es werden mehrere Ebenen in verschiedenen Ho¨hen betrachtet. Da die Teilchen in
unterschiedliche z-Ebenen des Gitters wandern ko¨nnen, bedarf es einer ho¨heren Anzahl
von Sternen um eine ada¨quate Statistik zu gewa¨hrleisten.
Es werden Zahlenwerte von 30 pc fu¨r dz und 5 x 10
6 fu¨r die Samplegro¨ße gewa¨hlt.
Fu¨r die Skalenla¨nge rd der radialen Anfangspositionen der Sterne wird ein Wert von 4
kpc aus der Literatur u¨bernommen (z.B.: Binney & Tremaine (2008)). Die Skalenho¨he
z0 wird gleich 400 pc gesetzt.
Die Bestimmung der Geschwindigkeitsdispersionen (σrr und σzz) der Anfangsgeschwin-
digkeiten erfolgt anhand der gemessenen Dispersion der alten Sterne (t ≈ 10 Gyr) aus
Nordstro¨m et al. (2004) bzw. Holmberg et al. (2007) (vgl. Abb. 1.7). Diese liegen in
r-Richtung na¨herungsweise bei 20 km s−1 bzw. bei 8 km s−1 in z-Richtung.
Die weiteren Zahlenwerte fu¨r das Auswertegitter und die Samplezeiten werden wieder-
um in Anlehnung an Theis & Vorobyov (2008) gesetzt. Da die wichtigsten Resonanzre-
gionen im Rahmen dieser Simulationen bei kleineren Radien liegen, wird fu¨r die a¨ußere
radiale Grenze des betrachteten Bereichs ein mit 35 kpc etwas kleinerer Wert verwen-
det als in Kapitel 4. Um den in Abschnitt 4.2 angesprochenen Effekt des incomplete
sampling zu minimieren, werden die Anfangsradien der Sterne bis zu 40 kpc, also u¨ber
den Rand des Gitters hinaus, gesetzt.
In Tabelle 6.1 findet man eine Auflistung der verwendeten Parameter der Anfangskon-
figuration und des Gitters.
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Tabelle 6.1: Verwendete Parameter fu¨r die 3D Simulationen und das Gitter
Name Bedeutung Wert
nbody Anzahl der Teilchen 5000000
rd Skalenla¨nge der Anfangsscheibe 4 kpc
z0 Skalenho¨he der Anfangsscheibe 400 pc
rdlow innere radiale Grenze der Anfangsscheibe 4 kpc
rdhig a¨ußere radiale Grenze der Anfangsscheibe 40 kpc
rglow innere radiale Grenze des Gitters 4 kpc
rghig a¨ußere radiale Grenze des Gitters 35 kpc
dr radiale Ausdehnung einer Gitterzelle 200 pc
nφ Anzahl der Gitterzellen in azimutaler Richtung 500
dz vertikale Ausdehnung einer Gitterzelle 30 pc
σrr Dispersion der radialen Anfangsgeschwindigkeiten 20 km s
−1
σzz Dispersion der vertikalen Anfangsgeschwindigkeiten 8 km s
−1
∆t Zeitintervall der Momentensummation 1 Myr
tsample Zeitspanne, u¨ber welche die Mittelung erfolgt 1 Gyr
tend gesamte Integrationszeit 10 Gyr
tadi Anlaufzeit der Sto¨rung 600 Myr
Mit den genannten Werten ergeben sich 155 radiale Zellen pro Winkeleinheit. Durch die
Anzahl der tangentialen Gitterzellen pro Radius (nφ) von 500, erfolgt die Auswertung
der Daten in Summe also in 70 000 Bereichen pro beru¨cksichtiger z-Ebene.
In einer ersten Testsimulation wurde untersucht, wie sich das System in Abwesenheit
der Spiralsto¨rung verha¨lt. Dabei sollten insbesondere die Geschwindigkeitsdispersionen
der Anfangsbedingung nahezu erhalten bleiben.
Wie in Abschnitt 2.1.2 schon angesprochen, fand zuna¨chst, analog zu den zweidimen-
sionalen Simulationen, die Beziehung (2.1) aus Blitz & Spergel (1991) zur Bestimmung
der Asymmetrischen Drift Anwendung. Diese Versuchsla¨ufe belegten jedoch, dass in
diesem Falle die Dispersionen zeitlich variierten und sich erst nach einigen Gyr ein
Gleichgewichtszustand einstellte.
Dies legt den Schluss nahe, dass im Zuge von dreidimensionalen Betrachtungen der
Einfluss der vertikalen Dispersionen auf die Driftgeschwindigkeit nicht vernachla¨ssig-
bar ist. Aus diesem Grunde wurde aus der Beziehung nach Stromberg (Gl. (2.2)) eine,
den getroffenen Annahmen, entsprechende Relation (2.3) abgeleitet (siehe Abschnitt
2.1.2).
Bei neuerlichen Testsimulationen mit, anhand von Gl. (2.3), korrigierten anfa¨nglichen
Tangentialgeschwindigkeiten wurde das Kriterium der konstanten Dispersionen erfu¨llt.
Analog zu Kapitel 4 werden nachfolgend die berechneten Geschwindigkeitsmomente
wiederum stets in der Form sign(σni ) · (|σni |)1/n dargestellt. Dabei beschreibt σni das
jeweilige Moment und die Variable n dessen Ordnung.
Die Farbskalierungen in den einzelnen Abbildungen wurden so gewa¨hlt, dass mo¨glichst
viel Struktur sichtbar wird ohne dabei andere, schwa¨cher ausgepra¨gte, features un-
kenntlich zu machen.
Ebenfalls eingetragen sind jeweils sowohl die beiden (m=2) positiven Dichtemaxima der
Sto¨rung (vgl. Abb. 5.8b), als auch die Radien der wichtigsten Resonanzen im betrach-
teten Bereich. Diese zusa¨tzliche, u¨ber die Ergebnisse gelegte, Information ist bewusst
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nicht zu markant dargestellt, um die Resultate nicht zu “u¨berdecken“.
Das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit liegt auf dem Verhalten der Geschwin-
digkeitsdispersionen und in erster Linie soll untersucht werden, ob anhand der verwen-
deten Methodik das beobachtete disk heating zumindest teilweise reproduziert werden
kann. Aus diesem Grunde, und um den Rahmen dieses Schriftstu¨cks nicht zu “spren-
gen“, sollen nachfolgend hauptsa¨chlich die σii betrachtet, und die Momente ho¨herer
Ordnung nicht gleich detailliert diskutiert werden.
6.1 Simulation mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit und Amplitude der Sto¨rung
Im ersten Schritt soll das Verhalten der Geschwindigkeitsdispersionen unter dem Ein-
fluss einer konstanten Potentialsto¨rung untersucht werden. Diese erzeugt, wie in Ab-
schnitt 5.2 gezeigt, einen maximalen Dichtekontrast in der Ebene bis zu etwa 50%. Fu¨r
die Winkelgeschwindigkeit der Spirale wird ein Wert von 24 km s−1 kpc−1 verwendet.
Der radiale Verlauf der Kurven Ω + κ/2, Ω + κ/4, Ω, Ωs, Ω− κ/4 und Ω− κ/2 wird in
Abbildung 6.1 dargestellt.
Abbildung 6.1: Darstellung der radialen Resonanzradien bei Ωs = 24 km s
−1kpc−1 im Bereich von 4
bis 25 kpc
Die entsprechenden Radien der wichtigsten Resonanzen sind in Tabelle 6.2 angefu¨hrt.
Bei der verwendeten Wahl der Parameter liegt die innere Lindblad Resonanz (ILR)
also innerhalb des inneren Radius des betrachteten Bereichs. Somit kann deren Effekt
auf die Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen im Zuge dieser Arbeit nicht un-
tersucht werden.
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Tabelle 6.2: Radien der radialen Resonanzen bei Ωs = 24 km s
−1 kpc−1
ILR 2.7 kpc
UHR 5.7 kpc
CR 9.4 kpc
OUHR 12.9 kpc
OLR 16.1 kpc
Obwohl die vertikalen Resonanzen im Rahmen dieser Betrachtungen nicht von ent-
scheidender Bedeutung sind, sollen diese dennoch kurz erwa¨hnt werden. Anhand ihrer
Definition in Gl.(1.41) und der Resonanzbedingung (1.61) werden die jeweiligen Werte
bestimmt.
In Abbildung 6.2 findet man wiederum die Kurven Ω+ν/2, Ω+ν/4, Ω, Ωs und Ω−ν/4.
Die Werte Ω − ν/2 weisen im dargestellten radialen Bereich Zahlenwerte von ca. -26
km s−1 kpc−1 auf und werden nicht gezeigt.
Abbildung 6.2: Darstellung der vertikalen Resonanzradien bei Ωs = 24 km s
−1kpc−1 im Bereich von
4 bis 25 kpc
In Tabelle 6.3 werden die Radien dieser Resonanzen aufgelistet. Mangels alternativer
Bezeichnungen werden auch hier die Termini ILR, UHR, OUHR und OLR verwendet.
Es sei jedoch ausdru¨cklich darauf hingewiesen, dass in den darauf folgenden Abschnit-
ten stets die radialen Resonanzen aus Tabelle 6.2 gemeint sind, wenn von ILR usw.
gesprochen wird.
Die Korotation (CR) verha¨lt sich klarerweise in beiden Fa¨llen identisch.
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Tabelle 6.3: Radien der vertikalen Resonanzen bei Ωs = 24 km s
−1 kpc−1
ILR 1.6 kpc
UHR 3.1 kpc
CR 9.4 kpc
OUHR 17.2 kpc
OLR 23.4 kpc
In diesem Falle einer konstanten Sto¨rung ko¨nnen die zeitlichen snapshots der berechne-
ten Gro¨ßen als Eigenschaften von Sternpopulationen mit dem entsprechenden jeweili-
gen Alter interpretiert werden: die im Zeitintervall von 9-10 Gyr gewonnenen Resultate
sind jene Werte der a¨ltesten Sterne. Anschaulich bewegen sich diese u¨ber den genann-
ten Zeitraum im gegebenen Potential und ihre Dispersionen sind das Ergebnis ihrer
langen Verweildauer.
Die Werte des snapshots im Intervall 4-5 Gyr beispielsweise resultieren aus den Stern-
bewegungen, welche 4-5 Gyr dem genannten konstanten Potential ausgesetzt wurden
und somit einer Population von Sternen eben dieses Alters entsprechen.
Zuna¨chst sollen die Ergebnisse fu¨r die galaktische Ebene diskutiert werden. Da fu¨r
die vertikale Ausdehnung einer Gitterebene ein Wert von dz = 30 pc verwendet wird,
beschreiben die nachfolgenden Darstellungen stets die Situation im vertikalen Bereich
von z = ±15 pc.
In Abbildung 6.3 sind die radialen Dispersionen (2.te Momente) in der eingangs be-
schriebenen Weise illustriert. Da diese stets positive Zahlenwerte aufweisen, entspricht
die dargestellte Form einfach
√
σ2rr.
Da in den Außenbereichen keine nennenswerten Strukturen mehr erkennbar sind und
um die Ergebnisse leichter zu veranschaulichen, wird nur der innere Bereich der Galaxie
von jeweils ±20 kpc in x- und y-Richtung gezeigt. Diese ra¨umliche Grenzen reichen nur
wenig u¨ber die Zone der OLR hinaus und somit folgt auch, dass beinahe ausschließlich
innerhalb der wichtigen Resonanzregionen eine zeitliche Entwicklung beobachtet wird.
Der nicht beru¨cksichtigte Zentralbereich mit einem Radius von 4 kpc (vgl. Tabelle 6.1)
wird ausgeblendet.
Man kann erkennen, dass sich, a¨hnlich zu der Situation im zweidimensionalen Falle aus
Kapitel 4, erst nach einigen Gyr ein na¨herungsweiser Gleichgewichtszustand ausbildet.
Die relativ stark ausgepra¨gten doppelten Maxima an der OLR in den snapshots 2-3
und 3-4 Gyr sind wahrscheinlich auf einen “Einschwingvorgang“ zuru¨ckzufu¨hren. Sie
erreichen Werte von bis zu knapp 28 km s−1.
Die Geschwindigkeitsdispersionen im restlichen betrachteten Bereich bleiben nahezu
konstant. Dies gilt auch fu¨r die Region der ultraharmonischen Resonanz. In dieser bil-
det sich schon nach kurzer Zeit eine Struktur mit jeweils vier Maxima, dessen Gestalt
im Laufe der Simulation nur mehr wenig variiert.
Auch erkennt man, allerdings nur leicht angedeutet, geringfu¨gig ho¨here Dispersionen
an den beiden Dichtemaxima der Spiralsto¨rung.
Im radialen Bereich der Korotation hingegen, scheinen die σrr die kleinsten Zahlen-
werte aufzuweisen. Eine genauere Untersuchung der Resonanzregionen UHR und OLR
erfolgt spa¨ter in den Abbildungen 6.6 und 6.7.
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Abbildung 6.3: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x-
und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe betra¨gt 4 kpc. Die
schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen nach außen: UHR, CR, OUHR,
OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden. Ebenfalls eingezeichnet sind die
Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Abbildung 6.4 zeigt die erhaltenen Resultate fu¨r die tangentialen Geschwindigkeitsdi-
spersionen σφφ.
Wiederum wird dabei der Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung visualisiert. Man
beachte die andere Skalierung der dargestellten Farben. Es zeigt sich, dass die entstan-
denen Strukturen von wesentlich “feinerer“ Gestalt sind als im Falle der σrr.
Im Gegensatz zu den letzteren, erweist sich hierbei die Region der OLR nicht mehr so
“dominant“ und man findet zweiarmige positive Maxima, vom Zentrum ausgehend bis
u¨ber die OLR hinaus. Auch an der OUHR werden kleinere lokale Maxima ersichtlich.
Fu¨r eine genauere Untersuchung der Resonanzzonen UHR und OLR sei wiederum auf
die spa¨ter folgenden Abbildungen 6.6 und 6.7 verwiesen.
66
6.1. Simulation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit und Amplitude der Sto¨rung
Abbildung 6.4: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1; dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x-
und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe betra¨gt 4 kpc. Die
schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen nach außen: UHR, CR, OUHR,
OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden. Ebenfalls eingezeichnet sind die
Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Die Entwicklung der σzz wird in Abbildung 6.5 im Bereich von ±20 kpc in x- und
y-Richtung veranschaulicht. Die hierbei auftretenden Zahlenwerte sind wesentlich klei-
ner als in den beiden anderen bisher gezeigten Fa¨llen, weshalb wiederum eine andere
Farbskalierung verwendet wird.
Eine zeitliche Vera¨nderung ist allerdings dabei nicht erkennbar. Auch scheinen die ver-
tikalen Dispersionen von den Resonanzen beinahe ga¨nzlich unbeeintra¨chtigt zu sein:
Weder an der UHR, noch an der OLR, werden im Gegensatz zu der Situation bei den
σrr und den σφφ, Maximalwerte erreicht. Die Bereiche der ho¨chsten Dispersionen folgen
vielmehr den beiden Maxima der Dichtesto¨rung.
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Abbildung 6.5: Zeitliche Entwicklung der σzz in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x-
und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe betra¨gt 4 kpc. Die
schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen nach außen: UHR, CR, OUHR,
OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden. Ebenfalls eingezeichnet sind die
Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Wie in den vorangegangenen Abbildungen gezeigt, ist also eine entscheidende “Aufhei-
zung“ der galaktischen Scheibe im Falle einer Potentialsto¨rung mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit und Amplitude, bei der verwendeten Methodik, nicht zu beobachten.
Lediglich in den radialen Bereichen der ultraharmonischen Resonanz und der outer
Lindblad -Resonanz konnte im Falle der σrr und der σφφ eine gewisse Variation der
Dispersionen nachgewiesen werden. Bei den σφφ wurde auch an der outer ultraharmo-
nischen Lindblad -Resonanz eine Vera¨nderung erkennbar. Dies steht im gutem Einklang
mit den Argumentationen aus Abschnitt 1.3 bzw. Binney & Tremaine (2008). Auch die
in Kapitel 4 vorgestellten Simulationen kamen zu diesem Ergebnis.
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In Abbildung 6.6 wird die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen im
Bereich der UHR nochmals genauer untersucht. Die dargestellten Daten stammen von
den tangentialen Gitterzellen im Radius von 5.6 bis 5.8 kpc.
Abbildung 6.6: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der UHR bei
konstanter Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung von Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Die x-Achsen beschreiben
jeweils die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die
beiden Dichtemaxima der Sto¨rung pertmax,1 und pertmax,2 befinden.
Die x-Achse gibt dabei jeweils den Index der 500 Zellen an (nφ = 500, vgl. Tabelle
6.1), wobei deren Za¨hlung bei 0◦ beginnt (d.h. der Index 0 beschreibt den Winkel
0◦). Die Ordinaten bezeichnen die Zahlenwerte der Dispersionen in Einheiten von [km
s−1]. Aus Platzgru¨nden sind die Beschriftungen dieser Achsen lediglich bei den links
dargestellten Einzelbildern angebracht, jedoch wird die gleiche Achsenskalierung in
allen Plots verwendet.
Ebenfalls eingetragen sind die beiden Orte, welche die Dichtemaxima der Spiralsto¨rung
pertmax,1 und pertmax,2 in diesem Kreisring einnehmen.
Da dabei keine wesentliche Vera¨nderung der jeweiligen σii zu erkennen ist, wird auf
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eine Angabe von Diagrammen einer a¨hnlichen Form zu Abb. 1.7 von σii - Zeit hierbei
verzichtet.
Analog wird in Abbildung 6.7 die Situation an der OLR dargestellt. Die Dichtemaxima
der Spirale liegen dabei klarerweise bei anderen Winkeln. Die hierbei gezeigten Daten
stammen von den tangentialen Gitterzellen im Radius von 16 bis 16.2 kpc.
Abbildung 6.7: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der OLR bei
konstanter Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung von Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Die x-Achsen beschreiben
jeweils die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die
beiden Dichtemaxima der Sto¨rung pertmax,1 und pertmax,2 befinden.
Ein Vergleich der letzten beiden Illustrationen zeigt, dass die jeweiligen Werte im Be-
reich der UHR wesentlich besser den beiden Maxima der Sto¨rung folgen als an der
OLR.
Weiters erkennt man nochmals, dass die jeweiligen Maximalwerte schon unmittelbar
nach Beginn der Simulationen erreicht werden. Die Entwicklung und die zeitliche Va-
riation der Gro¨ßen umfasst auch hier lediglich wenige km s−1.
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Da am Sonnenradius bei ca. 8.5 kpc keine wesentlichen Vera¨nderungen der Dispersio-
nen festzustellen sind, wird von einer entsprechenden Darstellung abgesehen. Aus den
vorangegangenen Abbildungen la¨sst sich schon erahnen, dass ein, wie in Nordstro¨m
et al. (2004) oder Holmberg et al. (2007) beschriebener, Anstieg der Dispersionen (vgl.
Abb. 1.7) hierbei nicht erzielt werden kann.
Dieser Umstand wird in Abbildung 6.8 nochmals verdeutlicht. Darin findet man die
erhaltenen age-velocity relations (AVR) dreier verschiedener tangentialer Gitterzellen
des radialen Bereichs von 8.4 bis 8.6 kpc dargestellt. Da das Verhalten der σii beinahe
ga¨nzlich symmetrisch bezu¨glich der Sto¨rung erscheint, wird dabei die Entwicklung der
Dispersionen in der Region eines Spiralarms gezeigt. Das linke Diagramm veranschau-
licht die Situation an einem Minimum der Dichte der Spirale und die Abbildung rechts
zeigt die entsprechenden Werte am Maximum. Der mittlere Plot illustriert die AVR im
Bereich genau zwischen diesen Extremwerten.
Ebenfalls eingetragen sind die tangentialen Indices der drei Zellen, als auch die dement-
sprechenden Winkel.
Abbildung 6.8: AVR am Sonnenradius bei konstanter Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung von Ωs =
24 km s−1kpc−1. Die drei dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer
Gitterzellen von links nach rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und
Maximum und am Maximum.
Anhand dieser Abbildung erkennt man nochmals, dass im hierbei betrachteten Falle,
kein Anstieg der σii in der Sonnenumgebung zu verzeichnen ist. Aus diesem Grun-
de wird auch von einer genauen Berechnung der Heizraten fu¨r die drei verschiedenen
Koordinatenrichtungen der Form σii ∝ tαi abgesehen.
Da analog zum zweidimensionalen Falle aus Kapitel 4 die jeweiligen 4.ten Momente
eine beinahe exakt identische zeitliche Entwicklung aufweisen wie die entsprechenden
2.ten Momente, wird auf die Visualisierung dieser Daten verzichtet. Die einzelnen Zah-
lenwerte der σiiii liegen dabei jeweils etwas ho¨her als jene der σii.
So erreichen die 4.ten Momente in radialer Richtung Extremwerte von ca. 14 und 38
km s−1. Jene der σφφφφ liegen bei 10 und 25 km s−1 und im Falle der σzzzz findet man
Zahlenwerte von 2 und 15 km s−1 fu¨r die jeweiligen Minima und Maxima.
Nun sollen die jeweiligen 3.ten Geschwindigkeitsmomente besprochen werden. Da da-
bei bis zu einem Radius von na¨herungsweise 25 kpc Strukturen erkennbar sind, wird
nachfolgend stets der Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung gezeigt. In Abbildung
6.9 findet man die Darstellung der σrrr.
71
KAPITEL 6. 3D Resultate
Analog zu den 2.ten Momenten erreichen auch hier die dargestellten Gro¨ßen ihre Maxi-
malwerte mit bis zu ±25 km s−1 bei den snapshots 2-3 und 3-4 Gyr jeweils im Bereich
der OLR. Dies ist wahrscheinlich wiederum auf eine Art “Einschwingvorgang“ zuru¨ck-
zufu¨hren.
Abbildung 6.9: Zeitliche Entwicklung der sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3 in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein
Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles
der Scheibe betra¨gt 4 kpc. Die schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen
nach außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Die 3.ten Momente in tangentialer Richtung werden in Abbildung 6.10 veranschaulicht.
Wiederum findet man dabei generell “feinere“ Strukturen als im Falle der entsprechen-
den radialen Momente.
Die Maxima erreichen hierbei Zahlenwerte von etwa ±20 km s−1.
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Abbildung 6.10: Zeitliche Entwicklung der sign(σ3φφφ) · (|σ3φφφ|)1/3 in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist jeweils ein
Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles
der Scheibe betra¨gt 4 kpc. Die schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen
nach außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Bei der Untersuchung der σzzz werden weder zusammenha¨ngende Strukturen, noch eine
erkennbare zeitliche Vera¨nderung festgestellt. Die entsprechenden Plots zeigen lediglich
eine Art “Rauschen“ im Wertebereich von ca. ±10 km s−1 .
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Daher soll an dieser Stelle von einer Visualisierung sa¨mtlicher snapshots abgesehen
und zur Veranschaulichung der Ergebnisse nur die Situation im Intervall 9-10 Gyr in
Abbildung 6.11 dargestellt werden.
Abbildung 6.11: Ra¨umliche Verteilung der sign(σ3zzz) · (|σ3zzz|)1/3 in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist ein Bereich
von ±25 kpc in x- und y-Richtung. Der Radius des nicht beru¨cksichtigten inneren Teiles der Scheibe
betra¨gt 4 kpc. Die schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen nach außen:
UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden. Ebenfalls
eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Anhand der Farbskalierung erkennt man dabei einen generellen Trend, wonach die
einzelnen Zahlenwerte mit zunehmenden Radius leicht ansteigen.
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Das Verhalten der jeweiligen 3.ten Momente σiii in den Bereichen der UHR und OLR
wird in den folgenden Abbildungen 6.12 und 6.13 nochmals genauer illustriert. Wie-
derum sind dabei die Winkel der beiden Dichtemaxima der Sto¨rung eingetragen.
Abbildung 6.12: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σiii in [km s
−1] an der UHR
bei konstanter Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung von Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Die x-Achsen beschrei-
ben jeweils die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich
die beiden Dichtemaxima der Sto¨rung pertmax,1 und pertmax,2 befinden.
Man erkennt, dass die Maxima der σrrr und σφφφ an der UHR beinahe identische
Zahlenwerte von ca. ±10 km s−1 besitzen. Letztere verhalten sich u¨ber die gesamte
Simulationszeit nahezu konstant und zeigen dabei eine zweiarmige Struktur. Die ra-
dialen Momente 3.ter Ordnung hingegen weisen deutlich mehr zeitliche Variation und
eine angedeutete vierarmige Gestalt auf.
Die Maxima der σzzz liegen bei kleineren Werten von ±5 km s−1 und es wird dabei, wie
schon in Abbildung 6.11 dargestellt, keinerlei zusammenha¨ngende Struktur erkennbar.
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Die zweiarmige Gestalt der σφφφ findet man auch an der OLR. Auch liegen dabei de-
ren Maxima wieder im Bereich von ±10 km s−1. Die radialen Momente zeigen hierbei
ebenfalls eine zweiarmige Struktur und weisen nach dem, bereits angesprochenen, “Ein-
schwingvorgang“ Extremwerte von ca. ±15 km s−1 auf.
Abbildung 6.13: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σiii in [km s
−1] an der OLR
bei konstanter Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung von Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Die x-Achsen beschrei-
ben jeweils die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich
die beiden Dichtemaxima der Sto¨rung pertmax,1 und pertmax,2 befinden.
Wiederum wird festgestellt, dass die Entwicklung der 5.ten Momente jener der ent-
sprechenden 3.ten beinahe vollsta¨ndig gleicht, weshalb diese hier nicht explizit gezeigt
werden. A¨hnlich zu den zweidimensionalen Untersuchungen findet man auch hierbei
leicht ho¨here Zahlenwerte als bei den σiii.
So verla¨uft die zeitliche Variation der σrrrrr im Wertebereich von ca. ±40 km s−1, jene
der σφφφφφ liegt im Intervall von ±25 km s−1 und bei den σzzzzz findet man ±15 km
s−1 fu¨r die jeweiligen Maxima.
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Die zeitliche Entwicklung der Vertex-Abweichung im Bereich von ±20 kpc in x- und
y-Richtung wird in Abbildung 6.14 illustriert.
Abbildung 6.14: Zeitliche Entwicklung der Vertex-Abweichung l˜V im mitbewegten Bezugssystem der
Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist ein Bereich von ±20 kpc
in x- und y-Richtung. Die schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen nach
außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Dargestellt sind dabei die, anhand der erweiterten Definition (Gl. (4.7)) aus Kapitel 4,
berechneten l˜V .
Die stark ausgepra¨gten Maxima in den snapshots 2-3 und 3-4 Gyr sind auf die jeweiligen
Zahlenwerte der σrr und σφφ in diesen Regionen zuru¨ckzufu¨hren (vgl. Abb. 6.3 und
Abb. 6.4). Die hierbei erhaltenen Vertex-Abweichungen u¨bersteigen die dargestellte
Farbskala und erreichen in den radialen Gitterzellen von 19.8 bis 20 kpc Werte von bis
zu ±70◦.
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In Abbildung 6.15 wird die Entwicklung des Triaxialita¨tsparameters T wiederum im
Bereich von ±20 kpc veranschaulicht. Wie schon in Abschnitt 1.2.6 erwa¨hnt, dient
dieser zur Beschreibung der Form des Geschwindigkeitsellipsoids und wird entsprechend
der Beziehung (1.65) bestimmt.
Abbildung 6.15: Zeitliche Entwicklung des Triaxialita¨tsparameters T im mitbewegten Bezugssystem
der Sto¨rung mit Winkelgeschwindigkeit Ωs = 24 km s
−1kpc−1. Dargestellt ist ein Bereich von ±20
kpc in x- und y-Richtung. Die schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen
nach außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Die Berechnung erfolgt dabei nicht anhand der schon gezeigten Dispersionen. Diese
beschrieben die jeweiligen Verteilungen in Richtung der Koordinatenachsen. Zur Be-
stimmung der Form des Spha¨roids muss daher zuerst eine Hauptachsentransformation
durchgefu¨hrt werden (vgl. Abschnitt 2.4).
In der Darstellung markieren kleine Werte Regionen, in welchen das Geschwindig-
keitsellipsoid eine oblate Form aufweist. Gro¨ßere Zahlenwerte repra¨sentieren prolate
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Ellipsoide.
Da jedoch auch die hauptachsen-transformierten Werte der Dispersionen an die bereits
gezeigten σii gebunden sind, wird dabei keine allzu große zeitliche Entwicklung sichtbar.
Die Untersuchung der Ergebnisse in verschiedenen z-Ebenen, abseits der Scheibe, zeig-
ten keine nennenswerten Unterschiede. Betrachtet wurden dazu galaktische Ho¨hen von
bis zu 300 pc. Mit zunehmendem Abstand zur z = 0 Ebene konnte dabei lediglich mehr
und mehr “Rauschen“ festgestellt werden, welches auf immer kleinere Teilchenzahlen
und somit auf eine schlechter werdende Statistik zuru¨ckzufu¨hren ist. Aus den U¨berle-
gungen in Abschnitt 5.2 folgt, dass eine Diskussion der Daten bei ho¨heren z-Werten
nicht sinnvoll erscheint.
Die Resultate zweier Gitterebenen bei einem bestimmten z-Wert, oberhalb und unter-
halb der Ebene, gleichen einander beinahe exakt. Dies ist nicht weiter erstaunlich da
sowohl Sto¨rung als auch Hintergrundpotential symmetrisch bezu¨glich der galaktischen
Scheibe angenommen wurden. Die auftretenden minimalen Unterschiede sind auf die,
via Zufallsgeneratoren erzeugte, Anfangsbedingung zuru¨ckzufu¨hren.
In diesem Abschnitt wurde also der Fall einer konstanten Potentialsto¨rung diskutiert.
Dabei konnte, analog zu den zweidimensionalen Simulationen in Kapitel 4 gezeigt wer-
den, dass die σrrr, σφφφ und deren ho¨here Ordnungen vor allem in den Bereichen der
ultraharmonischen Resonanz (UHR) und der outer Lindblad Resonanz (OLR) Werte
von der Gro¨ßenordung der jeweiligen Geschwindigkeitsdispersionen aufweisen. Daher
muss, a¨hnlich wie in Theis & Vorobyov (2008), der Schluss gezogen werden, dass diese
in den genannten Bereichen nicht vernachla¨ssigbar seien.
Die Dispersionen in vertikaler Richtung scheinen jedoch davon ausgenommen zu sein,
und zeigen keinerlei Beeinflussung durch die genannten Resonanzen.
Auf eine Diskussion der“gemischten“ Geschwindigkeitsmomente (z.B.: σrφz usw...) wur-
de dabei, um den Umfang der vorliegenden Arbeit nicht zu “sprengen“, verzichtet. Da
diese jedoch jeweils mehr oder weniger an die besprochenen Momente gekoppelt sind,
verhalten sie sich auf a¨hnliche Weise.
Eine “Aufheizung“ der Scheibe wird jedoch nicht festgestellt. Wie schon angesprochen,
konnte lediglich in den radialen Bereichen der Resonanzen im Falle der σrr und der
σφφ eine gewisse Variation der Dispersionen nachgewiesen werden. Dieses Ergebnis, als
auch die Tatsache, dass die σzz durch eine Spiralsto¨rung weitestgehend unbeeinflusst
bleiben, besta¨tigt die Argumentationen aus Abschnitt 1.3 bzw. Binney & Tremaine
(2008) sehr gut.
Da bei der verwendeten Wahl der Winkelgeschwindigkeit der Potentialsto¨rung von
24 km s−1 kpc−1 die angesprochenen Resonanzregionen abseits der Sonnenumgebung
liegen (vgl. Tab. 6.2), konnte folgerichtig in diesem Bereich auch kein Anstieg der Ge-
schwindigkeitsdispersionen erzielt werden (vgl. Abb. 6.8).
Klarerweise ko¨nnte man auch versuchen den Zahlenwert von Ωs so zu adjustieren, dass
eine der Resonanzen in unmittelbare Sonnenna¨he fa¨llt. Wie jedoch in den Abbildungen
6.6 bzw. 6.7 gezeigt wurde, stellen sich die Werte der einzelnen Dispersionen dabei
schon bei den ju¨ngsten Sternen ein und variieren mit zunehmendem Alter kaum mehr.
Somit wa¨re auch in diesem Falle nicht der in Nordstro¨m et al. (2004) bzw. Holmberg
et al. (2007) beschriebene kontinuierliche Anstieg der σii zu erreichen.
Aus diesem Grunde muss der Schluss gezogen werden, dass zeitlich konstante Spiral-
sto¨rungen auch unabha¨ngig von der Wahl von Ωs nicht im Stande sind das beobachtete
disk heating zu reproduzieren.
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6.2 Simulation mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit und zeitabha¨ngiger Amplitude der Sto¨rung
In diesem Abschnitt soll die zeitliche und ra¨umliche Entwicklung der Geschwindig-
keitsdispersionen unter dem Einfluss einer Potentialsto¨rung mit variabler Amplitude
untersucht werden. Fu¨r die konstante Winkelgeschwindigkeit Ωs der Spirale wird dabei
wiederum ein Zahlenwert von 24 km s−1 kpc−1 verwendet.
Ein funktionaler Zusammenhang zwischen Amplitude einer Sto¨rung und Simulations-
zeit konnte im Zuge der Literaturrecherche nicht gefunden werden. Aus diesem Grunde
wird versucht, einen solchen selbst zu konstruieren.
In Abschnitt 1.3 wurde bereits die von Holmberg et al. (2007) gefundene zeitliche Ab-
ha¨ngigkeit der Geschwindigkeitsdispersionen von σii ∝ tαi angesprochen. Aus diesem
Grunde scheint es nahe liegend, eine a¨hnliche Funktion fu¨r A(t) zu verwenden. Wie
im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, vermag die Sto¨rung im Wesentlichen
lediglich die radialen und tangentialen Dispersionen zu beeinflussen. Da die αi aus ge-
nannter Arbeit gleiche Zahlenwerte in die Koordinatenrichtungen r und φ aufweisen,
wird dieser Wert von 0.38 gewa¨hlt. Es wird also angenommen, dass die Amplitude mit
zunehmender Simulationszeit ansteigt. Auch in Sellwood & Debattista (2006) wurde
anhand von numerischen Simulationen gezeigt, dass die Sta¨rke der Potentialsto¨rung
tendenziell zunehmen sollte. In Minchev & Quillen (2006) finden zudem ebenfalls zeit-
lich anwachsende Amplituden Anwendung.
Diesen U¨berlegungen folgend wird ein funktionaler Zusammenhang von Amplitude und
Zeit von
A(t) = A(10Gyr) 0.4168
(
t
1000
)0.38
(6.1)
verwendet. Der dabei auftretende Term A(10 Gyr) beschreibt den Maximalwert der
Sta¨rke der Sto¨rung bei t = 10 Gyr und der Vorfaktor von 0.4168 dient zur Normierung.
Die Division t/1000 beru¨cksichtigt die Tatsache, dass der Exponent des Potenzgesetzes
aus Holmberg et al. (2007) Zeiten in Einheiten von Gyr beschreibt, hier jedoch Myr
als Zeiteinheit verwendet werden.
Die Parameterstudie aus Kapitel 5 zeigte, dass “gefahrenlos“ ein Wert fu¨r A von 200
km2 s−2 kpc−1 angenommen werden kann, ohne dass dabei negative Gesamtdichten
im betrachteten Bereich auftreten. Daher wird nachfolgend dieser Zahlenwert fu¨r die
Gro¨ße A(10 Gyr) verwendet.
In Abbildung 6.16 wird die somit konstruierte zeitliche Abha¨ngigkeit der Amplitude
A(t) veranschaulicht.
Im Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt, dem Falle einer konstanten Sto¨rung,
ko¨nnen die einzelnen zeitlichen snapshots nicht mehr als Eigenschaften einer Sternpo-
pulation mit entsprechendem Alter interpretiert werden. Diese Annahme ist nurmehr
fu¨r die Ergebnisse des Zeitintervalls 9-10 Gyr gu¨ltig.
Die Simulationen beginnen bei t = 0 und somit erfolgt die Berechnung der Geschwindig-
keitsmomente im Zeitfenster 9-10 Gyr anhand von Teilchen, welche genau diese Dauer
dem vera¨nderlichen Potential ausgesetzt wurden. Die berechneten Werte im Intervall
2-3 Gyr beispielsweise resultieren aus Sternbewegungen, welche von t = 0 bis t = 3
Gyr im Einfluss der Sto¨rung erfolgten. Anhand der Abbildung 6.16 kann man leicht
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Abbildung 6.16: Zeitliche Entwicklung der Amplitude der Sto¨rung A(t)
ablesen, dass Sterne des Alters 2-3 Gyr bei einer Zeit von t = 7 Gyr “gestartet“ und
ihre Mittelung bei t = 9-10 Gyr durchgefu¨hrt werden sollte.
Um dies korrekt zu bewerkstelligen, ko¨nnte man im Abstand von je einem Gyr ei-
ne neue, zusta¨tzliche Teilchenpopulation beru¨cksichtigen. Allerdings mu¨sste in diesem
Falle auch jede dieser wiederum mehrere Millionen Sterne umfassen, um eine ada¨quate
Statistik zu gewa¨hrleisten und jede mu¨sste in einem separaten Gitter erfasst werden.
Mit standardma¨ßigen 70 000 Gitterzellen pro z-Ebene, 55 berechneten Momenten und
einigen weiteren Parametern pro Zelle sto¨ßt man so schnell an die Grenzen der verfu¨g-
baren Speicherkapazita¨t.
Daher wird hier ein wesentlich einfacherer Weg gewa¨hlt, welcher ebenfalls zu den ge-
wu¨nschten Resultaten fu¨hrt: Die Simulation wird fu¨r jede Population einzeln durch-
gefu¨hrt, wobei jeweils der Startzeitpunkt verschoben wird. Beispielsweise beginnt die
Simulation zur Berechnung der Werte von Sternen des Alters 3-4 Gyr bei t = 6 Gyr.
Diese Vorgangsweise ist aufgrund der verwendeten Methodik zula¨ssig. An dieser Stel-
le sei auch nochmals darauf hingewiesen, dass nicht die Eigenschaften eines einzelnen
Sterns ausschlaggebend sind, sondern die Berechnung der physikalischen Gro¨ßen auf
den Charakteristika der ra¨umlichen Gitterzellen beruht.
Bei diesen Betrachtungen kommt die Anlaufzeit der Sto¨rung aus Blitz & Spergel (1991)
nicht mehr zum Einsatz. Mit Ausnahme der Simulationen des Zeitintervalls 9-10 Gyr
werden also die Teilchen “ungebremst“ dem gerade vorherrschenden Potential der Sto¨-
rung ausgesetzt. Der Einfluss dieses Effekts wird in den nachfolgenden Visualisierungen
sichtbar.
Da hierbei wiederum fu¨r die konstante Winkelgeschwindigkeit der Spirale ein Zahlen-
wert von Ωs = 24 km s
−1kpc−1 verwendet wird, liegen die Resonanzregionen bei den
selben Radien wie in Abschnitt 6.1. Aus diesem Grunde sei fu¨r eine Auflistung dieser
Werte auf Tabelle 6.2 verwiesen.
Die Abbildung 6.17 zeigt die, in diesem Falle erhaltenen, ra¨umliche und zeitliche Ent-
wicklung der σrr jeweils im Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung des Gitters in
der galaktischen Ebene. Um die Ergebnisse leichter mit der Situation aus Abschnitt
6.1 vergleichbar zu machen, wird dabei die gleiche Farbskalierung verwendet.
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In den snapshots der jungen Sterne erkennt man starke Maxima in Regionen der UHR
und der OLR. Diese sind durch den schon angesprochenen Effekt der Abwesenheit
einer Anlaufzeit bedingt. Dies wird lediglich durch die Vorgehensweise der Simulationen
hervorgerufen und ist somit von keinerlei physikalischer Relevanz.
Abbildung 6.17: Zeitliche Entwicklung der σrr im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler
Amplitude A(t). Die dargestellten schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen
nach außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Im Falle der konstanten Sto¨rung aus Abschnitt 6.1 wurden jeweils vier, mehr oder
weniger gleich stark ausgepra¨gte, Maxima an der UHR erkennbar. Hingegen erscheinen
nun hierbei die Extremwerte im Bereich der maximalen Dichte der Sto¨rung dominanter
zu sein. Auch weisen die σrr an den Resonanzen durchwegs etwas ho¨here Zahlenwerte
als in Abschnitt 6.1 auf. Diese Regionen werden spa¨ter noch genauer untersucht.
Das Verhalten der σφφ ist in Abbildung 6.18 veranschaulicht. Wiederum wird die zum
vorher gehenden Abschnitt identische Skalierung der Farben verwendet, wodurch ein
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direkter Vergleich mit Abbildung 6.4 ermo¨glicht wird.
Auch hierbei erkennt man sta¨rkere Maxima im Bereich der gro¨ßten Dichte der Spirale.
Ansonsten sind kaum Unterschiede zum Falle der konstanten Sto¨rung ersichtlich.
Abbildung 6.18: Zeitliche Entwicklung σφφ im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler
Amplitude A(t). Die dargestellten schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen
nach außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Die Darstellung der vertikalen Geschwindigkeitsdispersionen σzz erfolgt in Abbildung
6.19. Die Farbskalierung ist dabei wiederum identisch zu jener aus Abschnitt 6.1, und
auch die Ergebnisse gleichen jenen aus dem Falle der konstanten Sto¨rung. Kurzum, es
kann weder ein Anstieg der Dispersionen, noch eine zeitliche Entwicklung festgestellt
werden.
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Abbildung 6.19: Zeitliche Entwicklung σzz im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler
Amplitude A(t). Die dargestellten schwarzen Kreise markieren verschiedene Resonanzzonen, von innen
nach außen: UHR, CR, OUHR, OLR. Deren jeweilige Radien ko¨nnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Dichtemaxima der beiden (m=2) Spiralarme.
Aus den vorangegangenen Abbildungen la¨sst sich schon abscha¨tzen, dass auch die,
durch eine zeitlich vera¨nderliche Amplitude der verwendeten Spiralsto¨rung hervorge-
rufene, gravitative Streuung der Sterne lediglich in den Bereichen der wichtigsten Re-
sonanzen einen Heizeffekt erzeugen kann.
84
6.2. Simulation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit und zeitabha¨ngiger Amplitude
der Sto¨rung
Um die erhaltenen Resultate genauer zu untersuchen, wird in Abbildung 6.20 die Situa-
tion an der UHR nochmals detaillierter betrachtet. Die σrr weisen dabei leicht ho¨here
Werte auf als im Falle der konstanten Sto¨rung. Dies trifft auch auf die σφφ zu, wobei
die Maxima im Bereich der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung etwas deutlicher ausgepra¨gt
sind. Allerdings ist dabei jeweils kein zeitlicher Anstieg der Dispersionen ersichtlich.
Die einzelnen Werte der σii werden schon bei den ju¨ngsten Sternen festgestellt und
variieren mit zunehmendem Alter nur mehr geringfu¨gig.
Bei den σzz ist kein Unterschied zu Abschnitt 6.1 zu erkennen.
Abbildung 6.20: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der UHR
bei variabler Amplitude A(t) der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils die 500 azimutalen Gitter-
zellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden Dichtemaxima der Sto¨rung
pertmax,1 und pertmax,2 befinden.
Wie in Abbildung 6.21 illustriert, verha¨lt sich die Situation an der OLR recht a¨hnlich.
Die radialen Dispersionen weisen leicht ho¨here Werte auf als im Falle der konstanten
Sto¨rung. Ansonsten ist kaum eine Abweichung zu letzterem beobachtbar.
Da somit in diesem Falle nur sehr kleine zeitliche Variationen der σii auftreten, wird
auch hier auf eine genauen Berechnung der Heizraten der Form σii ∝ tαi verzichtet.
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Abbildung 6.21: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der OLR
bei variabler Amplitude A(t) der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils die 500 azimutalen Gitter-
zellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden Dichtemaxima der Sto¨rung
pertmax,1 und pertmax,2 befinden.
In analoger Weise zu Abschnitt 6.1, werden in Abbildung 6.22 die hierbei erzielten
Heizraten im radialen Bereich der Sonnenumgebung, also in den Gitterzellen von 8.4
bis 8.6 kpc dargestellt.
Die drei dabei untersuchten ra¨umlichen Bereiche veranschaulichen wiederum die Situa-
tion an einem Minimum, zwischen Minimum und Maximum bzw. in einem Bereich der
gro¨ßten Dichte der Sto¨rung.
Wie schon anhand der vorangegangenen Abbildungen zu erahnen war, kann dabei kein
Anstieg der Dispersionen der Sterne in Sonnenumgebung erzielt werden.
Da wiederum in den Gitterebenen abseits der galaktischen Scheibe keine inhaltlich un-
terschiedlichen Ergebnisse gefunden werden, soll auf eine Darstellung dieser verzichtet
werden.
Allgemein sind auch sowohl im Falle der ho¨heren Ordnungen, als auch der gemisch-
ten Geschwindigkeitsmomente keine wesentlichen Differenzen zum vorhergehenden Ab-
schnitt erkennbar, weshalb auch diese hier nicht behandelt werden sollen.
Abschließend muss man folglich zu den Simulationen mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit und variabler Amplitude der Sto¨rung resu¨mieren, dass auch diese nicht im
Stande sind das beobachtete disk heating zu reproduzieren. Die einzelnen Zahlenwerte
der radialen und tangentialen Dispersionen erreichen hierbei in den Resonanzregionen
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Abbildung 6.22: AVR am Sonnenradius bei variabler Amplitude A(t) der Sto¨rung. Die drei dargestell-
ten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von links nach rechts: Am
Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am Maximum
zwar leicht ho¨here Werte als im vorangegangenen Abschnitt, doch wird kein kontinu-
ierlicher zeitlicher Anstieg erzielt.
Auch die in diesem Falle berechneten age-velocity relations AVRs der Sterne in Sonne-
numgebung (vgl. Abb. 6.22) zeigen keinerlei U¨bereinstimmung mit jenen aus Holmberg
et al. (2007).
Kurzum, die Verwendung einer zeitabha¨ngigen Amplitude der Spirale bringt kaum ei-
ne “Verbesserung“ gegenu¨ber dem Falle der konstanten Potentialsto¨rung aus Abschnitt
6.1. Die jeweils erhaltenen Ergebnisse weisen sehr große A¨hnlichkeit auf.
Daher muss der Schluss gezogen werden, dass im Falle einer Spiralsto¨rung mit zeitlich
vera¨nderlicher Amplitude kein entscheidendes disk heating erzielt werden kann.
Der Grund fu¨r diesen “Misserfolg“ ko¨nnte natu¨rlich auch in dem gewa¨hlten funktiona-
len Zusammenhang von Amplitude und Zeit (Gl.(6.1)) zu finden sein. Es kann nicht
ga¨nzlich ausgeschlossen werden, dass die Verwendung einer anderen Funktion A(t) die
beobachteten Werte zu erzielen vermag.
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6.3 Simulation mit zeitabha¨ngiger Winkelgeschwin-
digkeit und konstanter Amplitude der Sto¨rung
In diesem Abschnitt wird der Fall einer Sto¨rung mit konstanter Amplitude und zeitlich
vera¨nderlicher Winkelgeschwindigkeit diskutiert.
In der einschla¨gigen Literatur wird oft argumentiert, dass die Rotationsgeschwindig-
keiten von galaktische Balken im Laufe der Zeit abnehmen. Zahlreiche Autoren fu¨hren
dies auf Dynamische Reibung zuru¨ck (z.B.: Tremaine & Weinberg (1984)). Beispiels-
weise finden auch Valenzuela & Klypin (2003) und Sellwood & Debattista (2006) diese
Ergebnisse.
Obwohl in den genannten Arbeiten keine Spiralsto¨rungen behandelt wurden, scheint
die Annahme von zeitlich abnehmender Winkelgeschwindigkeit auch im hier betrach-
teten Falle plausibel.
Der gewa¨hlte funktionale Zusammenhang wird hierbei wieder durch die Beobachtungs-
daten aus Holmberg et al. (2007) motiviert. Da die Dispersionen in genannter Arbeit
mit σii ∝ tαi ansteigen, soll dementsprechend Ωs(t) mit einer dazu inversen Funktion
abfallen. Somit wird fu¨r die zeitliche Variation der Winkelgeschwindigkeit der Spiral-
sto¨rung die Beschreibung
Ωs(t) = Ωs(0)
(
1 +
t
1000
)−0.38
(6.2)
verwendet. Der Parameter Ωs(0) gibt dabei den Ausgangswert von Ωs an. Die Normie-
rung t/1000 beru¨cksichtigt, analog zum vorherigen Abschnitt, dass der Exponent aus
Holmberg et al. (2007) fu¨r Zeiteinheiten von Gyr bestimmt wurde.
Der Term “+1“ in der Klammer dient zur Korrektur der Funktion bei kleinen Zeiten.
Der Wert von Ωs(0) wird so adjustiert, dass dieser am Ende der Simulation, also der
Gegenwart, im Bereich der momentan vermuteten Winkelgeschwindigkeit der Spiralar-
me liegt. Ein Startwert von 60 km s−1 kpc−1 fu¨hrt zu einem gegenwa¨rtigen Ωs von ca.
24 km s−1 kpc−1. Dieser Zahlenwert fand auch in Abschnitt 6.1 Verwendung.
Der somit erhaltene zeitliche Verlauf wird in Abbildung 6.23 dargestellt.
Wie schon unter anderem in Abschnitt 2.2.2 erwa¨hnt, muss in diesem Falle auch die
Zeitableitung der Winkelgeschwindigkeit in den Bewegungsgleichungen beru¨cksichtigt
werden. Bei der verwendeten Beziehung fu¨r Ωs(t) aus Gl. (6.2) findet man hierbei
Ω˙s(t) = −0.00038 Ωs(0)
(
1 +
t
1000
)−1.38
. (6.3)
Aus der zeitlichen Variation der Winkelgeschwindigkeit der Spirale folgt auch, dass die
Radien der Resonanzen nicht konstant bleiben. In Tabelle 6.4 werden die Werte von Ωs
als auch die der wichtigsten Resonanzpha¨nomene zu verschiedenen Zeiten angegeben.
Fu¨r die konstante Amplitude der Sto¨rung wird ein Wert von 150 km2 s−2 kpc−1 ange-
nommen. Dabei wird diese wiederum u¨ber eine Dauer von 600 Myr ab dem Startzeit-
punkt langsam hinzu “geschaltet“.
Aus den analogen U¨berlegungen zu Abschnitt 6.2 ko¨nnen auch hier die einzelnen zeit-
lichen snapshots eines Simulationslaufs nicht mehr als Eigenschaften von Populationen
mit entsprechendem Alter interpretiert werden.
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Abbildung 6.23: Zeitliche Entwicklung der Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung Ωs(t)
Tabelle 6.4: Zeitliche Entwicklung der Resonanzradien in [pc]
Zeit [Gyr] Ωs [km s
−1 kpc−1] ILR UHR CR OUHR OLR
0 60 1218 2333 3492 4880 6377
1 46.11 1580 2956 4616 6547 8450
2 39.52 1814 3411 5471 7738 9892
3 35.43 1991 3788 6180 8686 11032
4 32.55 2135 4120 6790 9484 11991
5 30.37 2257 4420 7329 10180 12826
6 28.64 2363 4697 7814 10800 13572
7 27.23 2458 4956 8255 11363 14248
8 26.04 2544 5201 8661 11879 14869
9 25.01 2623 5433 9038 12358 15445
10 24.12 2697 5654 9391 12805 15984
Daher werden wiederum die Berechnungen fu¨r die jeweiligen Sternalter separat durchge-
fu¨hrt. Wird also im Folgenden von snapshot, Alter oder Zeitintervall von beispielsweise
3-4 Gyr gesprochen, so bedeutet dies, dass diese zur Zeit t = 6 Gyr gestartet wurden.
In den nachfolgenden Visualisierungen der Ergebnisse findet man auch stets die Re-
sonanzen bei den Radien zur Zeit t = 10 Gyr eingetragen (vlg. Tabelle 6.4). Dieser
Zeitpunkt entspricht der Gegenwart und die Positionen der Resonanzerscheinungen
sind fu¨r Sterne verschiedenen Alters alle gleich.
Bei der Untersuchung der gewonnenen Daten wird festgestellt, dass hierbei die Disper-
sionen im Vergleich zu den vorhergehenden Fa¨llen stark variieren.
Aus diesem Grunde kann bei den folgenden Betrachtungen der jeweiligen σii nicht die
gleiche Skalierung der Farben fu¨r die diskutierten Zeitintervalle verwendet werden, da
dies kleinere features unkenntlich machen wu¨rde.
In sa¨mtlichen nachfolgenden Darstellungen wird die Situation in der galaktischen Ebe-
ne behandelt. Die dabei gezeigten Daten stammen aus den Werten der Gitterzellen
zwischen z = ±15 pc.
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In der Abbildung 6.24 sind die erhaltenen Resultate der drei ju¨ngsten Sternpopula-
tionen illustriert. Dabei werden schon im Intervall von 1-2 Gyr ausgepra¨gte Maxima
im Bereich der OLR ersichtlich, welche mit zunehmendem Sternalter noch an Sta¨rke
gewinnen und sich u¨ber immer gro¨ßer werdende radiale Distanzen erstrecken. Da die
galaktische Rotation gegen den Uhrzeigersinn erfolgt, findet man diese Extremwerte
anschaulich nach den Durchga¨ngen der Maxima der Sto¨rdichte.
An der Region der UHR steigen die Werte nur vergleichsweise schwach an.
Abbildung 6.24: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] der drei ju¨ngsten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Abbildung 6.25: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] der drei mittleren Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Abbildung 6.25 veranschaulicht die Situation im Falle der na¨chstfolgenden drei zeitli-
chen snapshots. Man beachte dabei, dass hierbei schon eine unterschiedliche Farbska-
lierung zur Anwendung kommt. Wa¨hrend in den inneren Bereichen kaum eine Vera¨n-
derung zu beobachten ist, erstrecken sich die Maxima an der OLR u¨ber immer gro¨ßere
radiale Zonen und nehmen dabei gro¨ßer werdende Zahlenwerte an.
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Die letzten drei diskutierten Zeitintervalle werden schließlich in Darstellung 6.26 ge-
zeigt. Dabei steigen die beiden Maxima an der OLR weiter an, und auch zwischen UHR
und CR wird eine ringfo¨rmige Struktur erkennbar. Knapp außerhalb dieses Rings bil-
den sich, um pi/2 zu den Dichtemaxima der Spirale verschoben, lokale Extremwerte
minimaler Dispersion aus. In diesen Regionen erreichen die Zahlenwerte der Sto¨rdichte
ihre kleinsten Werte.
Bei einem Radius von ca. 20 kpc werden ebenfalls Bereiche kleiner radialer Dispersionen
deutlich.
Abbildung 6.26: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] der drei a¨ltesten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Die bereits angesprochene radiale “Verbreiterung“ der Maxima ist durch die zeitliche
Wanderung der OLR zu erkla¨ren. In den beiden vorher, in den Abschnitten 6.1 und
6.2, betrachteten Fa¨llen einer Sto¨rung mit konstantem Ωs, lagen die Resonanzzonen
bei festen radialen Distanzen vom galaktischen Zentrum. Dabei wurde unter anderem
festgestellt, dass die Dispersionen in den Bereichen der UHR und der OLR schon nach
kurzer Zeit ho¨here Werte annahmen und diese nachfolgend zeitlich kaum mehr variier-
ten.
Da im nunmehr diskutierten Falle die Winkelgeschwindigkeit der Spirale zeitlich ab-
nimmt, werden diese Resonanzregionen fortwa¨hrend nach außen verschoben und erho¨-
hen dadurch die Dispersionen in einem wesentlich ausgedehnteren radialen Bereich.
Aufgrund der verwendeten Funktion fu¨r Ωs (vgl. Gl. (6.2) bzw. Abb. 6.23) “erleben“
junge Sterne wesentlich weniger Variation der Winkelgeschwindigkeit und somit kleine-
re radiale Verschiebungen der Resonanzen. Dadurch sind die, bei letzteren gefundenen,
Maxima an der OLR ungleich “scha¨rfer“ als jene der alten Sterne.
Wa¨hrend der eben beschriebene Effekt dabei vor allem im Falle der OLR starke Aus-
wirkungen auf die σrr besitzt, so scheint dies im Bereich der UHR ungleich schwa¨cher
der Fall zu sein.
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Die nachfolgenden drei Abbildungen 6.27, 6.28 und 6.29 veranschaulichen die Ergeb-
nisse der σφφ.
Abbildung 6.27: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] der drei ju¨ngsten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Im Gegensatz zum Falle der radialen Dispersionen weist dabei die Region der OLR
kleinere Werte auf und es werden im Bereich der OUHR Maxima erreicht, welche
kontinuierlich an Sta¨rke gewinnen. Deren ra¨umliche Ausdehnung erweist sich zudem
etwas kleiner als bei den Dispersionen in r-Richtung.
Zusa¨tzlich kann bei allen Sternpopulationen im Radius von ca. 20 kpc ein Maximum
beobachtet werden und liegt somit etwa im einem Bereich der doppelten Korotation.
Abbildung 6.28: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] der drei mittleren Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Bei den σφφ der drei a¨ltesten Sternpopulationen in Abbildung 6.29 erkennt man in den
inneren Bereichen eine recht a¨hnliche Struktur wie im Falle der radialen Dispersionen.
92
6.3. Simulation mit zeitabha¨ngiger Winkelgeschwindigkeit und konstanter Amplitude
der Sto¨rung
Abbildung 6.29: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] der drei a¨ltesten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Im Falle der σzz kann kein derartiger Anstieg der einzelnen Werte festgestellt werden,
weshalb alle entsprechenden Zeitintervalle in Abbildung 6.30 unter Verwendung einer
identischen Farbskalierung dargestellt sind.
Dabei springen unmittelbar die hell eingetragenen Bereiche bei den snapshots der alten
Sterne ins Auge. Diese Maxima liegen wiederum bei einem Radius von ca. 20 kpc.
Auch wird erkenntlich, dass sowohl in den Regionen der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung,
als auch an der OLR die Werte der σzz leicht zunehmen.
Wiederum stellt man in den inneren Bereichen eine a¨hnliche Struktur wie bei den σrr
und σφφ fest.
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Abbildung 6.30: Zeitliche Entwicklung der σzz in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-
Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der
wichtigsten Resonanzen.
Um die jeweils auftretenden Maxima beziehungsweise Minima besser interpretieren zu
ko¨nnen, wird in Abbildung 6.31 die Entwicklung der Teilchendichte ln ρ in Einheiten
von [1/kpc3] dargestellt.
Bei deren Berechnung gilt zu beru¨cksichtigen, dass die Volumina der Gitterzellen mit
steigendem Abstand vom galaktischen Zentrum gro¨ßer werden. Da sowohl den radialen,
als auch den vertikalen Ausdehnungen der einzelnen Zellen konstante Werte zugewiesen
wurden und stets die gleiche Anzahl an tangentialen Bins verwendet wird, folgt, dass
diese mit zunehmenden Radius gro¨ßere Bereiche umfassen.
Wa¨hrend bei den Plots der jungen Sterne dabei na¨herungsweise noch das anfa¨ngli-
che, exponentiell abfallende, Dichteprofil der Ausgangsscheibe erkennbar ist, so stellt
sich nach und nach eine relativ scharfe Kante bei einem Radius von ca. 20 kpc ein.
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Abbildung 6.31: Zeitliche Entwicklung der Teilchendichte ln ρ in [1/kpc3] im mitbewegten Bezugssys-
tem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc
in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung und die
Radien der wichtigsten Resonanzen.
In Sellwood & Binney (2002) werden im Zusammenhang von Spiralsto¨rungen Drehim-
pulsumverteilungen und radial mixing besprochen. Dieses sollte jedoch, den Autoren
folgend, vor allem im Bereich der Korotation am effektivsten sein und ko¨nnte somit
eventuell zu beiden Maxima an der Korotation beitragen. An dieser Resonanz bilden
die Testteilchen abseits der Maxima der Spirale gewisse Ansammlungen.
Ein genauer Grund, weswegen sich die vergleichsweise scharfe Kante bei 20 kpc ein-
stellt, konnte nicht eruiert werden.
Dieser Bereich markiert auch bei den Darstellungen der σrr, σφφ und σzz die Grenze
der erkennbaren Strukturen. Jedoch wiesen die beiden erstgenannten nur vergleichs-
weise kleine Werte außerhalb dieses Radius auf. Die vertikalen Dispersionen hingegen
zeigen ab diesem Bereich hohe Zahlenwerte. Ein genauerer Vergleich der Abbildungen
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6.30 und 6.31 belegt, dass generell die Maxima der σzz in den Bereichen der kleinsten
Teilchendichten zu finden sind.
Auch die in den Innenbereichen der jeweils a¨ltesten Sterne gefundene Struktur folgt
der dabei auftretenden Verteilung der Teilchendichten sehr gut.
Mit diesem Wissen um die entstehenden Dichten, werden nun die Dispersionen in den
Bereichen der UHR, OUHR und der OLR nochmals genauer untersucht.
In Abbildung 6.32 findet man dazu die entsprechenden Werte an der UHR, als auch
die jeweiligen Teilchendichten, dargestellt. Die Daten stammen aus den tangentialen
Gitterzellen zwischen 5.6 und 5.8 kpc.
Abbildung 6.32: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der UHR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils die 500 azimutalen
Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden Dichtemaxima der
Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
Zur besseren Unterscheidbarkeit der gezeigten Gro¨ßen, werden diese mit Hilfe von
verschiedenen Farben eingezeichnet. Die Skalierung der Dispersionen findet man aus
Platzgru¨nden dabei lediglich bei den links geplotteten Einzelbildern angebracht. Die
Achseneinteilungen am rechten Rand von Abbildung 6.32 dienen zur Beschreibung der
Teilchenzahlen. Wiederum sind zusa¨tzlich jeweils die Orte der beiden Dichtemaxima
der Spiralsto¨rung eingetragen.
Man erkennt, dass die Positionen der Ho¨chstwerte der einzelnen Dispersionen sowohl
leicht zueinander verschoben, als auch zu den Maxima der Teilchenzahl erscheinen.
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Letztere liegen ihrerseits nicht exakt an den Orten der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung,
und verlieren im Laufe der Simulationszeit an Sta¨rke.
Wie in den vorangegangenen Darstellungen dieses Abschnitts deutlich wurde, ist bei
diesen Simulationen mit zeitlich vera¨nderlicher Winkelgeschwindigkeit Ωs der Sto¨rung
sehr wohl eine Vera¨nderung der σii zu verzeichnen. Um die dabei erzielten Heizraten
zu untersuchen, findet man in Abbildung 6.33 Diagramme der Form σii - t dreier
verschiedener Gitterzellen im Bereich der UHR.
Da, wie schon kurz angesprochen, die Maximalwerte der σrr, σφφ und σzz nicht bei
ein und demselben Winkel liegen, werden fu¨r diese Darstellung drei tangentiale Zellen
ausgewa¨hlt, welche das Verhalten der Dispersionen in Bezugnahme auf die Sto¨rung
veranschaulichen. Somit wird die Entwicklung der jeweiligen Dispersionen im Bereich
eines Minimums (links), zwischen Minimum und Maximum (mittig) und an einem
Maximum (rechts) der Dichte der Spirale gezeigt. Letzteres liegt an dem, in Abbildung
6.32 als pertmax,2, bezeichnetem Ort.
Abbildung 6.33: AVR an der UHR bei variabler Winkelgeschwindigkeit Ωs(t) der Sto¨rung. Die drei
dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von links nach
rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am Maximum.
Ebenfalls eingetragen sind die tangentialen Indices der drei Zellen, als auch die dement-
sprechenden Winkel. Wie man dabei nochmals deutlich erkennt, findet an der UHR
keine allzu effektive Heizung statt.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass versucht wurde mittels Mathematcia Ausgleichs-
kurven der Form σii ∝ tαi an die jeweiligen Werte der Dispersionen anzupassen. Damit
wa¨re die Mo¨glichkeit gegeben, die hier berechneten Heizraten αi unmittelbar mit jenen
aus Holmberg et al. (2007) zu vergleichen.
Allerdings werden in eben genannter Arbeit die einzelnen Proportionalita¨tskonstanten
nicht angegeben und aus den eigenen Simulationen resultieren nur 9 verschiedene Mess-
werte pro Koordinatenrichtung. Daher lieferten diese Anpassungen nur vergleichsweise
sehr ungenaue Zahlenwerte fu¨r die αi.
Es sei auch vorweggenommen, dass bei den nachfolgend betrachteten Resonanzen die
Werte der einzelnen Dispersionen zudem noch wesentlich mehr Streuung aufweisen und
sich die Verla¨sslichkeit der berechneten Heizraten αi noch deutlich geringer gestaltet.
Aus diesem Grunde wird hier, als auch bei allen spa¨ter folgenden σii - t Diagrammen auf
eine Berechnung von Ausgleichskurven sowie auf eine Angabe von Heizraten verzichtet.
Da sich die Werte aus Holmberg et al. (2007) auf die Beobachtungsdaten in Sonnenum-
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begung beziehen, wa¨ren diese bei dem hier betrachteten Falle an der UHR ohnehin nicht
direkt vergleichbar.
Die Abbildung 6.34 zeigt die entsprechende Situation an der OUHR.
Abbildung 6.34: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der OUHR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils die 500 azimutalen
Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden Dichtemaxima der
Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
Dabei gilt zu beachten, dass hierbei die jeweiligen Achsen andere Wertebereiche be-
schreiben. Die dabei geplotteten Werte sind jene der tangentialen Gitterzellen im ra-
dialen Bereich von 12.8 bis 13 kpc.
Wa¨hrend die Teilchenzahl im Vergleich zu vorheriger Darstellung um in etwa eine Gro¨-
ßenordnung kleine Zahlen aufweist, so umfasst die Skalierung der Geschwindigkeitsdi-
spersionen hier einen wesentlich gro¨ßeren Bereich.
Somit ist zum einen die tangentiale Variation der Teilchendichten in dieser radialen Zo-
ne kleiner, zum anderen sind die Schwankungen der Dispersionen sta¨rker als im vorhin
diskutiertem Abstand vom Zentrum.
Die σrr nehmen kontinuierlich ho¨here Werte an und erreichen dabei Maxima von bis
zu ca. 70 km s−1. Und auch im Falle der σφφ ist, im Gegensatz zu den σzz, ein Anstieg
der Zahlenwerte erkennbar.
Zusa¨tzlich wird eine deutliche Abnahme der Dichten mit zunehmendem Sternalter au-
genscheinlich. Die in diesem Bereiche “verlorenen“ Teilchen wandern hauptsa¨chlich zu
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kleineren Radien und tragen zu den, in Abbildung 6.31 dargestellten Maxima an der
Korotation bei.
Die age-velocity relation der Sterne dreier verschiedener tangentialer Gitterzellen findet
man in Abbildung 6.35. Da auch an der OUHR die Maxima der σii bei unterschiedlichen
Winkeln liegen, werden die drei Zellen wiederum anhand ihrer relativen Lage zu den
Dichtemaxima der Sto¨rung ausgewa¨hlt.
Somit wird die Situation an Minimum, Maximum und zwischen diesen beiden Regionen
untersucht.
Abbildung 6.35: AVR an der OUHR bei variabler Winkelgeschwindigkeit Ωs(t) der Sto¨rung. Die drei
dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von links nach
rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am Maximum.
Wie man schon in Abbildung 6.34 erkennen konnte, befinden sich dabei die Maximal-
werte der σφφ bei den Dichteminima der Spirale und die Ho¨chstwerte der σrr zwischen
den Minimum und Maximum der Sto¨rung.
Das Verhalten der Dispersionen als auch der Teilchenzahl im Bereich der OLR wird
in der Abbildung 6.36 dargestellt. Die Daten stammen dabei aus den tangentialen
Gitterzellen des radialen Bereichs von 15.8 bis 16 kpc.
Da hier die Teilchendichte wiederum kleinere Zahlenwerte annimmt, wird eine andere
Skalierung der entsprechenden Achse verwendet. Auffallend ist dabei auch, dass diese
Werte mit zunehmendem Sternalter ansteigen.
A¨hnlich zu der Situation an der OUHR weisen die σrr und die σφφ zeitlich kontinu-
ierliche Anstiege auf. Diese erreichen jedoch nicht mehr gleich hohe Werte wie an der
OUHR.
Wa¨hrend die Maxima der radialen Dispersionen und der Teilchenzahlen in den Be-
reichen der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung liegen, befinden sich die Ho¨chstwerte der σφφ
genau zwischen diesen Regionen, also, a¨hnlich zu der Situation an der OUHR, bei den
Minima der Spirale.
Im Falle der σzz wird dabei, wie schon so oft davor, kaum eine Entwicklung erkennbar.
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In Abbildung 6.37 werden die AVRs der Sterne dreier azimutaler Zellen dargestellt.
Analog zu den entsprechenden Diagrammen zuvor, findet man dabei die Dispersio-
nen an Hoch- und Tiefpunkt des Maximums der Spirale, als auch genau dazwischen,
dargestellt.
Abbildung 6.36: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der OLR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils die 500 azimutalen
Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden Dichtemaxima der
Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
Bei diesem Simulationen mit zeitabha¨ngiger Winkelgeschwindigkeit der Spiralsto¨rung
gelingt es also die Geschwindigkeitsdispersionen zumindest in radialer und tangentialer
Richtung entscheidend zu erho¨hen.
Im Bereich der UHR liegen sowohl die jeweiligen Maxima und Minima der σii, als auch
jene der Teilchenzahl na¨herungsweise bei den Orten der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung.
An der OUHR erscheinen die Positionen aller dieser Extremwerte jeweils zueinander
verschoben und weiter außen, an der OLR befinden sich die Maxima der σrr und der
Sterndichte bei den Winkeln der maximalen Sto¨rung und die σφφ erreichen ihre ho¨chsten
Werte bei den Minima der Spirale.
In den ersten Darstellungen dieses Abschnitts wurde dabei das generelle Verhalten
der untersuchten Gro¨ßen im gesamten diskutierten Bereich veranschaulicht. Anschlie-
ßend erfolgte eine genauere Betrachtung der Situation an den Resonanzregionen UHR,
OUHR und OLR. Man konnte erkennen, dass dabei die zeitliche Variation der Disper-
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Abbildung 6.37: AVR an der OLR bei variabler Winkelgeschwindigkeit Ωs der Sto¨rung. Die drei
dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von links nach
rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am Maximum.
sionen bei ersterer am geringsten ausgepra¨gt war.
Vergleicht man die Heizraten der gefundenen Werte an UHR, OUHR und OLR, mit
jenen aus Holmberg et al. (2007), so findet man, dass letztere im simulierten Modell
in einem radialen Bereich zwischen UHR und OUHR liegen sollten. Dies kommt nicht
weiter u¨berraschend, da sich die Messwerte aus genannter Arbeit auf die Sonnenumge-
bung bei ca 8.5 kpc beziehen und die angesprochenen Grenzen eine Region zwischen
in etwa 6 und 13 kpc aufspannen.
Die Abbildung 6.38 veranschaulicht die Situation am Sonnenradius. Die dazu verwen-
deten Daten stammen aus den tangentialen Gitterzellen im Kreisring von 8.4 bis 8.6
kpc.
Auf den ersten Blick erkennt man dabei die stark abweichenden Werte bei den beiden
a¨ltesten Sternpopulationen. Die Erkla¨rung hierfu¨r ist wahrscheinlich in Tabelle 6.4 bzw.
bei den Orten der Resonanzen zu den jeweiligen Zeitpunkten zu suchen. Wie aus den in
der Tabelle angegebenen Werten ersichtlich, durchwanderte die OLR im Zeitintervall
von 1-2 Gyr den Bereich der Sonnenumgebung.
Somit standen die Teilchen der Sternalter 8-9 und 9-10 Gyr, welche bei t = 1 Gyr bzw.
t = 0 gestartet wurden, u¨ber einen gewissen Zeitraum hinweg unter dem Einfluss die-
ser Resonanz. Dies wirkt sich vor allem im Falle der a¨ltesten Sterne deutlich aus. Die
Untersuchung deren Entwicklung zeigt, das die gefundenen hohen Werte schon nach
1-2 Gyr auftreten. Da die Spiralsto¨rung erst nach jeweils 600 Myr Anlaufzeit ihre volle
Sta¨rke entwickelt, sind die Testteilchen des Intervalls 8-9 Gyr nicht mehr in gleichem
Ausmaße von der OLR betroffen.
Die restlichen betrachteten Zeitintervalle hingegen wurden diesem Effekt nicht aus-
gesetzt, sowie generell ju¨ngere Sterne wesentlich weniger Vera¨nderung der Winkelge-
schwindigkeit der Spirale erfuhren (vgl. Abb. 6.23).
Aus diesem Grunde, sind die starken Abweichungen der letzten beiden Populationen
wahrscheinlich als Relikte des “Durchgangs“ der OLR durch die Sonnenregion zu inter-
pretieren.
Auch ungeachtet der beiden a¨ltesten Zeitintervalle scheint Abbildung 6.38 keine gute
U¨bereinstimmung mit den Beobachtungsdaten aus Holmberg et al. (2007) zu liefern.
In keiner der dargestellten tangentialen Gitterzellen wird der gemessene Anstieg der
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Geschwindigkeitsdispersionen reproduziert.
Abbildung 6.38: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] am Sonnen-
radius von 8.5 kpc bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils
die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden
Dichtemaxima der Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
Dieses Ergebnis wird in Abbildung 6.39 verdeutlicht. Analog zu den vorangegange-
nen Abschnitten werden dabei wiederum die ermittelten Heizraten fu¨r die Sterne in
Sonnenumgebung illustriert. Die drei dargestellten Diagramme veranschaulichen die
Situation an einem Minimum, zwischen Minimum und Maximum bzw. in einem Be-
reich der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung.
Dabei werden jeweils die schon diskutierten Werte der beiden a¨ltesten Sternpopulatio-
nen augenscheinlich.
Da aus diesem Grunde keine einigermaßen glatte Kurve der Form σii ∝ tαi an die
simulierten Werte angepasst werden kann, wird von einer Berechnung einer solchen
abgesehen.
Zusammenfassend muss der Schluss gezogen werden, dass es hierbei zwar gelingt die
galaktische Scheibe zumindest in radialer und tangentialer Richtung zu heizen, jedoch
nicht mit den am Sonnenradius beobachteten Heizraten aus Holmberg et al. (2007).
Da das prima¨re Ziel der vorliegenden Arbeit allerdings in der Untersuchung bestand,
ob zeitabha¨ngige Sto¨rung generell einen Anstieg der Dispersionen bewirken ko¨nnten,
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Abbildung 6.39: AVR am Sonnenradius bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. Die drei
dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von links nach
rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am Maximum.
kann dieser Versuch somit durchaus als erfolgreich betrachtet werden.
Eine andere Wahl der anfa¨nglichen Winkelgeschwindigkeit Ωs(0) ha¨tte die Orte der
Resonanzen zu den jeweiligen Zeiten verschoben. Ob somit Ergebnisse gefunden wer-
den ko¨nnten, welche mit jenen aus Holmberg et al. (2007) u¨bereinstimmen, geht u¨ber
den Rahmen dieser Arbeit hinaus und bleibt vorerst spekulativ. Dies sollte jedoch
Gegenstand von nachfolgenden Werken sein.
In sehr guter U¨bereinstimmung zu den, in Kapitel 1 genannten, theoretischen U¨berle-
gungen und Ergebnissen anderer Autoren, wird auch hier festgestellt, dass die Disper-
sionen normal zur galaktischen Scheibe durch die Spiralsto¨rung weitestgehend unbe-
eintra¨chtigt bleiben.
Ebenfalls wurden die 4.ten Geschwindigkeitsmomente unter dem Einfluss der Spiral-
sto¨rung mit vera¨nderlicher Winkelgeschwindigkeit berechnet. Analog zu den vorher ge-
henden Abschnitten, gleicht diese auch hier der ra¨umlichen und zeitlichen Entwicklung
der jeweiligen 2.ten Momente. Ihre Maximalwerte weisen jeweils leicht ho¨here Werte
auf und werden ebenfalls bei den a¨ltesten Sternen erreicht.
Im Falle der σrrrr liegen diese bei ca. ca. 84 km s
−1. Bei den σφφφφ findet man ca. 49
km s−1, und die Maxima der σzzzz befinden sich bei na¨herungsweise 29 km s−1.
In Abbildung 6.40 findet man die 3.ten Momente (sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3), dargestellt
im Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung.
Außerhalb der Zone, der schon angesprochenen scharfen Kante in der Teilchenzahldich-
te bei einem Radius ca. 20 kpc, erkennt man keine zusammenha¨ngende Strukturen.
Schon bei den ju¨ngsten Sternen bilden sich zwei deutlich ausgepra¨gte Arme. Die Region
der gro¨ßten Dichte der Sto¨rung markiert dabei die eine Grenze zwischen positiven und
negativen Werten. Die Maxima der σrrr entstehen wiederum an der OLR und u¨berstei-
gen die verwendete Farbskalierung. In der noch folgenden Abbildung 6.42 wird diese
Region genauer untersucht.
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Abbildung 6.40: Zeitliche Entwicklung der (sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3) in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von
±25 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung
und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Die Entwicklung der σφφφ ist in Abbildung 6.41 veranschaulicht.
Die, bei den σrrr gefundene, zweiarmige Struktur ist hier wesentlich schwa¨cher ausge-
bildet.
Im radialen Bereich der schon mehrfach erwa¨hnten Kante in der Teilchenzahl werden
deutlich ausgeprg¨te Maxima ersichtlich. Zusa¨tzlich findet man zwischen der UHR bis
knapp u¨ber die Korotation hinaus beinahe durchwegs hohe positive Werte.
Da analog zu den vorangegangenen Abschnitten auf den Darstellungen der σzzz wie-
derum nur “Rauschen“ zu erkennen wa¨re, wird auf eine Visualisierung dieser Daten
verzichtet. Tendenziell steigen aber auch hier die Resultate leicht an und die anschau-
lich rein zufa¨llig verteilten Farbpunkte weisen zudem außerhalb eines Radius von ca.
20 kpc etwas ho¨here Zahlenwerte auf. Die Maxima liegen in etwa bei ±13 km s−1.
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Abbildung 6.41: Zeitliche Entwicklung der (sign(σ3φφφ) · (|σ3φφφ|)1/3)in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von
±25 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung
und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Den beiden vorangegangenen Darstellungen ist zu entnehmen, dass im Falle der zeitlich
vera¨nderlichen Winkelgeschwindigkeit auch die 3.ten Momente durchwegs wesentlich
ho¨here Werte aufweisen in den Abschnitten 6.1 und 6.2.
Wa¨hrend die σrrr im Bereich der OLR ihre Maxima erreichen, liegen diese bei den σφφφ
in der Na¨he der Korotation.
Im Gegensatz zu den bisherigen Ergebnissen, wird in der Region der UHR keine we-
sentliche Erho¨hung der σiii festgestellt.
Das Verhalten der 3.ten Momente am Radius der OLR soll in Abbildung 6.42 noch
detaillierter illustriert werden. Dabei erkennt man bei den radialen Momenten, dass sich
diese sehr schnell an den Maxima der Sto¨rung ausrichten. In diesen Regionen erreicht
klarerweise auch die Gesamtdichte aus ρaxsym +ρpert die ho¨chsten Werte. Zudem weisen
105
KAPITEL 6. 3D Resultate
die positiven Extremwerte der σrrr dabei gro¨ßere Zahlen auf als die negativen.
Abbildung 6.42: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σiii in [km s
−1] an der OLR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung. Die x-Achsen beschreiben jeweils die 500 azimutalen
Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden Dichtemaxima der
Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2.
Bei den σφφφ ist dieser Effekt kaum ersichtlich und die dabei gefundenen Unterschiede
bewegen sich im Bereich von lediglich 2 km s−1.
Wie bereits erwa¨hnt ist im Falle der σzzz keine Struktur zu erkennen.
Ohne an dieser Stelle genauer auf die anderen Resonanzregionen einzugehen, muss
auch in diesem Falle, analog zu den Abschnitten 6.1 und 6.2, resu¨miert werden, dass
die Momente 3.ter Ordnung vor allem in den Resonanzbereichen nicht vernachla¨ssigbar
seien. Somit stellt auch hier die zero-heat flux Approximation (ZHFA) (vgl. Abschnitt
1.2.2) keine gute Na¨herung dar.
Die Untersuchung der einzelnen 5.ten Momente liefert wenig u¨berraschend analoge Ent-
wicklungen zu den entsprechenden, bereits gezeigten, 3.ten Geschwindigkeitsmomenten.
Aus diesem Grunde wollen wir uns hierbei auf die Angabe der gefunden Extremwerte
beschra¨nken.
Im Falle der σrrrrr liegen diese bei ca. -60 km s
−1 und 80 km s−1 und bei den σφφφφφ
findet man Extremwerte von -40 km s−1 bzw. 50 km s−1. Die positiven und negativen
Maxima der σzzzzz weisen betragsma¨ssig identische Zahlenwerte von 21 km s
−1 auf.
Abbildung 6.43 veranschaulicht die in diesem Falle erhaltene zeitliche Entwicklung der
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Lage des Geschwindigkeitsellipsoids, der Vertex-Abweichung. Da dabei analog zu den
vorangegangenen Abschnitten Werte zu erwarten sind, welche den zula¨ssigen Zahlenbe-
reich von ±45◦ der klassischen Definition aus Gleichung (1.63) u¨berschreiten, erfolgte
die Berechnung hierbei wiederum anhand der erweiterten Definition aus Theis & Vor-
obyov (2008) (siehe Gl. (4.7)).
Die dabei vor allem in den Darstellungen zwischen den snapshots 4-5 Gyr und 7-8
Gyr sichtbaren Maxima zwischen der UHR und CR resultieren aus den entsprechenden
Werten der σrr und der σφφ in diesen Bereichen (vgl. Abb. 6.25 und 6.28).
In den Außenbereichen entsteht wiederum eine scharfe Kante bei knapp 20 kpc.
Abbildung 6.43: Zeitliche Entwicklung der Vertex-Abweichung l˜V in [
◦] im mitbewegten Bezugssystem
der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in
x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung und die
Radien der wichtigsten Resonanzen.
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In Abbildung 6.44 wird in zeitliche und ra¨umliche Entwicklung des Triaxialita¨tspara-
meters T im Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung dargestellt. Obwohl bei dessen
Berechnung der hauptachsen-transformierte Tensor σij verwendet wird, sind die erhal-
tenen Werte in gewisser Weise an die bereits gezeigten σii gebunden. Die Werte von
T bei vor allem den alten Sternen bei den Radien ab ca. 20 kpc resultieren aus den
“untypischen“ Werten der σii in diesem Bereich.
Abbildung 6.44: Zeitliche Entwicklung des Triaxialita¨tsparameters im mitbewegten Bezugssystem der
Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und
y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien
der wichtigsten Resonanzen.
Fu¨r Vergleichszwecke sei an den, in Abschnitt 1.2.6 erwa¨hnten, auf Beobachtungsdaten
beruhenden, Wert von T in der Sonnenumgebung von ≈ 0.7 erinnert.
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Nochmals kurz zusammengefasst, la¨sst sich aus den Ergebnissen dieses Abschnitts fol-
gern, dass eine Spiralsto¨rung mit zeitlich vera¨nderlicher Winkelgeschwindigkeit sehr
wohl im Stand ist gro¨ßere radiale Bereiche der Galaxis zu “heizen“.
Im Falle der σrr erweist sich dieser Effekt vor allem in den Bereichen der OLR als sehr
stark ausgeprg¨t. Die σφφ hingegen schienen ihre Maximalwerte knapp innerhalb der
OUHR zu erreichen und im Falle der σzz konnte innerhalb eines Radius von ca. 20 kpc
keine entscheidende Aufheizung festgestellt werden.
Im Bereich der eben genannten Grenze wurde eine scharfe Kante in der Teilchendichte
festgestellt, fu¨r welche keine genaue Erkla¨rung gefunden werden konnte. Da die be-
rechneten Werte in dieser Region stark abweichende Werte annehmen und eine solche
Situation auch nicht durch Beobachtungen belegt ist, wird auf die Ergebnisse in diesen
Regionen nicht genauer eingegangen.
Wie schon kurz erwa¨hnt, weisen die jeweiligen dritten Momente in den Resonanzre-
gionen nicht vernachla¨ssigbare Zahlenwerte auf, wodurch auch hier die zero-heat flux
Approximation (ZHFA) (vgl. Abschnitt 1.2.2) keine gute Anna¨herung darstellt.
Auf eine Diskussion der gemischten Geschwindigkeitsmomente, als auch auf die Be-
trachtung der Resultate abseits der galaktischen Ebene wird aus den gleichen U¨berle-
gungen zu den vorangegangenen Abschnitten auch an dieser Stelle verzichtet.
6.4 Simulation mit zeitabha¨ngiger Winkelgeschwin-
digkeit und Amplitude der Sto¨rung
In diesem Abschnitt soll nun das Verhalten der Geschwindigkeitsmomente unter dem
Einfluss einer Spiralsto¨rung mit zeitlich vera¨nderlicher Amplitude A(t), als auch zeitlich
variabler Winkelgeschwindigkeit Ωs(t) untersucht werden.
Dabei finden die bereits vorgestellten Funktionen A(t) aus Abschnitt 6.2 und Ωs(t) aus
Abschnitt 6.3 Anwendung.
Bei diesen Simulationen kommt analog zum in Unterkapitel 6.2 diskutierten Falle die
Anlaufzeit der Sto¨rung aus Blitz & Spergel (1991) nicht mehr zum Einsatz. Dadurch
werden auch hier, mit Ausnahme der Sterne des Zeitintervalls 9-10 Gyr die Teilchen
“ungebremst“ dem gerade vorherrschenden Potential der Sto¨rung ausgesetzt.
Die Simulationen werden wiederum fu¨r die Populationen jedes diskutierten Sternalters
separat durchgefu¨hrt und die nachfolgend pra¨sentierten Ergebnisse veranschaulichen
die Situation in der galaktischen Ebene. Da die Winkelgeschwindigkeit der Spirale
analog zu Abschnitt 6.3 variiert wird, sei fu¨r die jeweilige Lage der Resonanzzonen auf
die bereits angegeben Werte in Tabelle 6.2 verwiesen.
In Abbildung 6.45 wird die hierbei erhaltene zeitliche und ra¨umliche Entwicklung der
σrr der drei ju¨ngsten Sternpopulationen illustriert.
Ein Vergleich mit den entsprechenden Werten im Falle, bei dem lediglich die Winkelge-
schwindigkeit variiert wurde (Abb. 6.24), zeigt, dass hier ein recht a¨hnliches Verhalten
festgestellt wird. Man beachte dabei, dass an dieser Stelle eine andere Skalierung der
dargestellten Farben zur Anwendung kommt und somit die nunmehr erzielten Daten
durchwegs leicht ho¨here Zahlenwerte annehmen als im vorher betrachteten Falle.
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Abbildung 6.45: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] der drei ju¨ngsten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Darge-
stellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden
Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Die Abbildungen 6.46 und 6.47 veranschaulichen die Werte der u¨brigen diskutierten
Sternalter. Auch dabei wird eine zu Abschnitt 6.24 sehr a¨hnliche Entwicklung sichtbar.
Die erkennbaren Strukturen ko¨nnen somit auch anhand der gleichen U¨berlegungen
erkla¨rt werden, wonach die radiale Verbreiterung der gefundenen Maxima im Bereiche
der OLR durch die Verschiebung dieser Resonanzzone zu begru¨nden, und der Einfluss
u¨brigen Resonanzen wesentlich weniger stark ausgepra¨gt sei.
Abbildung 6.46: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] der drei mittleren Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Darge-
stellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden
Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
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Abbildung 6.47: Zeitliche Entwicklung der σrr in [km s
−1] der drei a¨ltesten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Darge-
stellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden
Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Das Verhalten der tangentialen Dispersionen σφφ wird in den Abbildungen 6.48, 6.49
und 6.50 gezeigt.
Abbildung 6.48: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] der drei ju¨ngsten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Darge-
stellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden
Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Man erkennt, dass sich die Entwicklung der berechneten Gro¨ßen auch dabei analog zu
jener des vorher diskutierten Falles erweist. Lediglich die erzielten einzelnen Zahlen-
werte liegen hierbei in einem geringfu¨gig ho¨heren Bereich.
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Abbildung 6.49: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] der drei mittleren Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Darge-
stellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden
Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Abbildung 6.50: Zeitliche Entwicklung der σφφ in [km s
−1] der drei a¨ltesten Sternpopulationen im
mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Darge-
stellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden
Maxima der Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Wie in Abbildung 6.51 illustriert, wird diese analoge zeitliche und ra¨umliche Entwick-
lung auch bei den vertikalen Dispersionen σzz beobachtet.
Um nicht ein beinahe identisches Bild zu Abb. 6.30 anzubringen, wird dabei jedoch
der gesamte in den Simulationen erfasste Bereich von ±35 kpc in x- und y- Richtung
dargestellt.
Der Fall einer Spiralsto¨rung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit und variabler Am-
plitude wurde schon in Abschnitt 6.2 besprochen. Dabei wurde festgestellt, dass eine
solche Situation nur vergleichsweise geringe Auswirkungen auf die Entwicklung Ge-
schwindigkeitsdispersionen besitzt.
Dass die nunmehr bestimmten Ergebnisse des kombinierten Effekts von variabler Am-
plitude und Winkelgeschwindigkeit große A¨hnlichkeit zu jenen aus Unterkapitel 6.3
aufweisen, kommt somit nicht u¨berraschend.
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Die hierbei erhaltenen, leicht ho¨heren Werte sind klarerweise auf die nun zusa¨tzliche
zeitliche Abha¨ngigkeit der Sto¨ramplitude zuru¨ckzufu¨hren.
Abbildung 6.51: Zeitliche Entwicklung der σzz in [km s
−1] im mitbewegten Bezugssystem der Sto¨rung
mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Dargestellt ist jeweils ein Bereich von ±20 kpc
in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dichte der Sto¨rung und die
Radien der wichtigsten Resonanzen.
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Bei der Untersuchung der Teilchendichte wird ebenfalls wieder die scharfe Kante im
Radius von ca. 20 kpc festgestellt. Auch im restlichen betrachteten Gebiet, gleicht die
gefundene Struktur jener aus Abschnitt 6.3 beinahe vollsta¨ndig.
In Abbildung 6.52 findet man die zeitliche Entwicklung dieser Gro¨ße im Bereich von
±35 kpc in x- und y-Richtung dargestellt.
Wa¨hrend bei den ju¨ngeren Sternpopulationen dabei der anfa¨ngliche exponentielle Ver-
lauf erkennbar ist, so kristallisiert sich nach und nach die schon angesprochene Kante
heraus.
Abbildung 6.52: Zeitliche Entwicklung der Teilchendichte ln ρ in [1/kpc3] im mitbewegten Bezugs-
system der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Dargestellt ist jeweils ein
Bereich von ±35 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der Dich-
te der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Um die berechneten Dispersionen und Dichten qualitativ besser zu untersuchen, wird
deren Verhalten an den wichtigsten Resonanzregionen nun detaillierter dargestellt.
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In Abbildung 6.53 findet man die Illustration der Werte dieser Gro¨ßen im radialen Be-
reich der UHR. Die dazu verwendeten Werte stammen aus den tangentialen Gitterzellen
von 5.6 und 5.8 kpc.
Abbildung 6.53: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der UHR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung und Amplitude. Die x-Achsen beschreiben jeweils
die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden
Dichtemaxima der Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
A¨hnlich den entsprechenden Diagrammen in den zuvor besprochenen Abschnitten, ge-
ben die x-Achsen dabei jeweils den Index der 500 Zellen an (nφ = 500, vgl. Tabelle
6.1) und die Ordinaten bezeichnen die Zahlenwerte der Geschwindigkeitsdispersionen
in Einheiten von [km s−1]. Zur leichteren Vergleichbarkeit zu den Ergebnissen zuvor,
werden die identischen Zahlenbereiche dargestellt.
Ebenfalls aus Platzgru¨nden sind die Beschriftungen dieser Achsen wiederum lediglich
bei den links dargestellten Einzelbildern angebracht, jedoch wird die gleiche Achsens-
kalierung in allen Plots verwendet.
Ebenfalls eingetragen sind die beiden Orte, welche die Dichtemaxima pertmax,1 und
pertmax,2 in diesem Kreisring einnehmen, als auch der tangentiale Verlauf der Teilchen-
zahl.
Die Extremwerte der jeweiligen σii erweisen sich dabei durchwegs pra¨gnanter als in den
vorangegangenen Unterkapiteln. Gleiches ist auch im Falle der Dichten zu beobachten,
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welche zudem mit zunehmendem Sternalter kontinuierlich abnehmen.
Zusa¨tzlich wird hier auch in den Bereichen der Maxima eine zweiarmige Struktur deut-
lich. Diese wurde in den bisher betrachteten Fa¨llen nicht gefunden und ist somit wohl
durch den kombinierten Effekt von variabler A(t) und Ωs(t) zu erkla¨ren.
Eine starke zeitliche Variation der Werte der einzelnen Dispersionen ist allerdings nicht
auszumachen. Wa¨hrend im Falle der σrr und der σzz so gut wie keine Vera¨nderung zu
erkennen ist, weisen die σφφ doch einen kleinen Anstieg auf.
In Abbildung 6.54 wird dieser Umstand nochmals verdeutlicht. Analog zu den bis-
her gezeigten σii - t Diagrammen, wird auch hier die Situation an drei verschiedenen
Winkeln dargestellt: am Minimum, genau zwischen Minimum und Maximum und am
Maximum der Sto¨rung.
Abbildung 6.54: AVR an der UHR bei variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude der Sto¨rung.
Die drei dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von
links nach rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am
Maximum.
Ein Vergleich mit Abbildung 6.33 des vorangegangenen Abschnitts zeigt, dass sich dabei
die jeweiligen σii an der UHR beinahe identisch verhalten.
Abbildung 6.55 veranschaulicht die entsprechende Situation an der OUHR. Die darge-
stellten Werte stammen aus dem radialen Bereich von 12.8 bis 13 kpc.
Die hier erhaltene Entwicklung der Dispersionen gleicht jener aus Abschnitt 6.3 sehr
deutlich, wodurch der Schluss nahe liegt, das diese Strukturen durch die Variation der
Winkelgeschwindigkeit hervorgerufen werden.
Die Extremwerte der σrr und σφφ sind hier lediglich noch etwas markanter ausgepra¨gt
als im anderen Falle und erscheinen zueinander verschoben.
Weiters erkennt man, dass die Teilchendichte mit zunehmendem Sternalter wesentlich
abnimmt.
Die augenscheinliche A¨hnlichkeit dieser Ergebnisse zu jenen aus Abschnitt 6.3 wird
auch in Abbildung 6.56 nochmals verdeutlicht. Die dargestellten Diagramme illustrie-
ren den zeitlichen Anstieg der Geschwindigkeitsdispersionen von Teilchenpopulationen
dreier verschiedener tangentialer Gitterzellen in unterschiedlichen Positionen relativ
zur Sto¨rung.
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Abbildung 6.55: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der OUHR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung und Amplitude. Die x-Achsen beschreiben jeweils die
500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden
Dichtemaxima der Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
Abbildung 6.56: AVR an der OUHR bei variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude der Sto¨rung.
Die drei dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von
links nach rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am
Maximum.
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Die entsprechenden Kurven zum Verhalten der berechneten Gro¨ßen im Bereich der
OLR werden in Abbildung 6.57 dargestellt.
Abbildung 6.57: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] an der OLR
bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung und Amplitude. Die x-Achsen beschreiben jeweils
die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen sich die beiden
Dichtemaxima der Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl in [1/kpc
3].
Die zeitliche Entwicklung der einzelnen Werte gleicht auch hier weitestgehend jener
aus Abschnitt 6.3. Die Maxima der Teilchendichte und der radialen Dispersionen be-
finden sich jeweils in den Bereichen der maximalen Dichte der Spiralsto¨rung, jene der
tangentialen Dispersionen liegen beinahe genau dazwischen.
Jedoch sind die Extremwerte von ρ und den σii auch hier etwas deutlicher ausgepra¨gt
als in den bisher betrachteten Fa¨llen.
In Abbildung 6.58 veranschaulicht, analog zu den entsprechenden bisher gezeigten σii -
t Diagrammen, die zeitliche Entwicklung der Dispersionen an drei verschiedenen Orten.
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Abbildung 6.58: AVR an der OLR bei variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude der Sto¨rung.
Die drei dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen von
links nach rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und am
Maximum.
Da sich die in Nordstro¨m et al. (2004) bzw. Holmberg et al. (2007) gefundenen Daten
auf die Sonnenumgebung beziehen, soll nun auch dieser Bereich detaillierter untersucht
werden.
Dazu findet man in Abbildung 6.59 die Veranschaulichung der berechneten Dispersio-
nen und der Teilchendichten.
Die dabei auftretenden Strukturen gleichen wiederum sehr stark jenen aus dem Fal-
le, bei welchem lediglich die Winkelgeschwindigkeit variiert wurde. Die vergleichsweise
deutlich von den u¨brigen Sternaltern unterschiedlichen Werte der beiden a¨ltesten Teil-
chenpopulationen sind somit auch hier anzutreffen.
Bei letzteren erscheinen auch hier die Maxima und Minima der Dichten verschoben.
Wie schon im Abschnitt 6.3 diskutiert, resultieren diese Abweichungen aus dem Durch-
gang der OLR durch die Sonnenregion im Zeitintervall von 1-2 Gyr (vgl. Tabelle 6.4).
Da die Sterne eines Alters von 7-8 Gyr erst bei einer Simulationszeit von 2 Gyr “gest-
artet“ wurden, standen sowohl diese, als auch alle noch ju¨ngeren Teilchenpopulationen,
nicht im Einfluss dieses Durchwanderns der OLR.
Ein genauer Vergleich zeigt jedoch, dass die hier erhaltenen Werte der beiden a¨ltesten
Populationen wesentlich weniger Unterschiede zu den ju¨ngeren Sternen aufweisen. Dies
wird vor allem im Falle der Daten des snapshots 9-10 Gyr ersichtlich. Die σrr dieser
a¨ltesten beru¨cksichtigten Teilchen besitzen wesentlich kleinere Zahlenwerte als jene in
Abschnitt 6.3.
Der Grund fu¨r diesen Effekt liegt in der hier verwendeten variablen, zeitlich wachsen-
den Amplitude der Potentialsto¨rung. Die Form der Funktion A(t) wurde bereits in
Abbildung 6.16 dargestellt. Da die Spiralarme zu der Zeit als die OLR die Sonnen-
region durchwanderte noch von vergleichsweise geringer Sta¨rke war, wurde die damit
verbundene Einflussnahme auf die Dispersionen abgeschwa¨cht.
Man erkennt, dass sich die gefundenen Dispersionen beinahe exakt symmetrisch bezu¨g-
lich der beiden Dichtemaxima der Spiralarme verhalten.
Aus diesem Grunde werden in Abbildung 6.60 die bestimmten Heizraten im Bereich
eines solchen Armes dargestellt. Das Diagramm auf der linken Seite zeigt dabei die Si-
tuation an einem Minimum. Die Kurve rechts illustriert den zeitlichen Verlauf an einem
Maximum. Mittig findet man das Verhalten zwischen diesen beiden Extremwerten.
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Abbildung 6.59: Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsdispersionen σii in [km s
−1] am Sonnen-
radius von 8.5 kpc bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung und Amplitude. Die x-Achsen be-
schreiben jeweils die 500 azimutalen Gitterzellen. Ebenfalls eingetragen sind die Regionen, an welchen
sich die beiden Dichtemaxima der Sto¨rung befinden pertmax,1 und pertmax,2, als auch die Teilchenzahl
in [1/kpc3].
Aufgrund der abweichenden Werte der beiden a¨ltesten Sternpopulationen la¨ßt sich
analog zu Abschnitt 6.3 auch hier keine bestimmte Ausgleichskurve der Form σii ∝ tαi
angeben. Eine solche wu¨rde die berechneten Werte nur sehr ungenau approximieren.
Abschließend kann man also zu den bisherigen Ergebnissen dieses Abschnitts resu¨mie-
ren, dass die hierbei erhaltenen Daten inhaltlich weitestgehend jenen aus Abschnitt 6.3
gleichen. Lediglich die Zahlenwerte der einzelnen Minima und Maxima der Dispersio-
nen erscheinen geringfu¨gig ho¨here Werte anzunehmen und etwas markanter ausgepra¨gt
zu sein.
Somit dominiert folglich der Effekt der vera¨nderlichen Winkelgeschwindigkeit der Sto¨-
rung und der Einfluss einer zeitlich variablen Amplitude erweist sich als vergleichsweise
niedrig.
Zu diesem Resultat fu¨hrten auch die Betrachtungen in Abschnitt 6.2.
Die in diesem Falle erhaltenen age-velocity relations (AVRs) in der Sonnenumgebung
(vgl. Abb. 6.60) zeigen jedoch eine leicht bessere U¨bereinstimmung mit den Beobach-
tungsdaten als in Unterkapitel 6.3.
Wie schon erwa¨hnt, ist der Grund dafu¨r bei der kleinen Amplitude, also der relativen
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Abbildung 6.60: AVR am Sonnenradius bei variabler Winkelgeschwindigkeit der Sto¨rung und Ampli-
tude. Die drei dargestellten Diagramme zeigen die erhaltenen Werte dreier tangentialer Gitterzellen
von links nach rechts: Am Minimum der Dichte der Sto¨rung, zwischen Minimum und Maximum und
am Maximum.
“Schwa¨che“, der Sto¨rung beim Durchgang der OLR durch die Sonnenregion zu suchen.
Durch eine “geschickte“ zeitliche Variation von Sta¨rke und Winkelgeschwindigkeit der
Spirale, und somit des Einflusses und des Einflussbereichs der OLR, ko¨nnte womo¨glich
die in Holmberg et al. (2007) beschriebene Aufheizung wesentlich besser reproduziert
werden.
Eine detailliertere Untersuchung von Kombinationen dieser beider Effekte geht jedoch
u¨ber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
Auch die jeweiligen 3.ten Geschwindigkeitsmomente sollen kurz besprochen werden.
Dazu findet man in Abbildung 6.61 die zeitliche und ra¨umliche Entwicklung der σrrr in
der bereits gewohnten Form von (sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3) dargestellt. Gezeigt wird ein
Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung.
Man erkennt, dass auch dabei die Ergebnisse weitestgehend jenen aus Abschnitt 6.3
gleichen. Daher wird auch eine identische Farbskalierung angewendet, wobei deutlich
wird, dass die σrrr leicht ho¨here Zahlenwerte annehmen als im vorangegangenen Un-
terkapitel.
Im Vergleich zu Abbildung 6.40 erscheint die zweiarmige Struktur weniger“verrauscht“,
also markanter ausgepra¨gt.
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Abbildung 6.61: Zeitliche Entwicklung der (sign(σ3rrr) · (|σ3rrr|)1/3) in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
In Abbildung 6.62 werden die erhaltenen Werte der σφφφ veranschaulicht. Auch dabei
setzt sich der, bereits bei den jeweiligen σii und bei den σrrr gefundene, Trend fort, wo-
nach leicht ho¨here Werte erreicht werden und die einzelnen Strukturen etwas deutlicher
ausgepra¨gt sind.
Im Falle der σzzz wird auch hier nur “Rauschen“ erkennbar, weshalb auf eine Dar-
stellung dieser Werte verzichtet sei. Doch auch dabei steigen die einzelnen Werte mit
zunehmendem Sternalter und erreichen durchwegs leicht gro¨ßere Zahlen als bei den
bisher betrachteten Variationen der Sto¨rung.
Da somit im hier besprochenen Abschnitt einer Spirale mit zeitlich vera¨nderlicher Am-
plitude und Winkelgeschwindigkeit im Verglich zu Abschnitt 6.3 keine inhaltlich unter-
schiedlichen Ergebnisse gefunden werden, soll von einer detaillierteren Diskussion des
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Abbildung 6.62: Zeitliche Entwicklung der (sign(σ3φφφ) · (|σ3φφφ|)1/3)in [km s−1] im mitbewegten Be-
zugssystem der Sto¨rung mit variabler Winkelgeschwindigkeit und Amplitude. Dargestellt ist jeweils
ein Bereich von ±25 kpc in x- und y-Richtung. Ebenfalls eingezeichnet sind die beiden Maxima der
Dichte der Sto¨rung und die Radien der wichtigsten Resonanzen.
Verhaltens der σiii an den Resonanzzonen abgesehen werden.
Somit mu¨ssen auch hier die gleichen Schlu¨sse gezogen werden wie im Falle einer le-
diglich zeitabha¨ngigen Winkelgeschwindigkeit, wonach vor allem in den Bereichen der
wichtigsten Resonanzen die Momente 3.ter Ordnung nicht vernachla¨ssigbar seien.
Aufgrund der deutlich sichtbaren A¨hnlichkeit der hier erhaltenen Werte, wird auf
eine Veranschaulichung weiterer berechneter physikalischer Gro¨ßen wie der Vertex-
Abweichung und des Triaxialita¨tsparameters verzichtet.
Zu den Entwicklungen der gemischten und der ho¨heren Ordnungen der Geschwindig-
keitsmomente soll, um den Umfang dieser Arbeit in Grenzen zu halten, ebenfalls ledig-
lich angemerkt sein, dass diese vor allem in den Resonanzbereichen von nicht vernach-
la¨ssigbarer Gro¨ßenordnung sind.
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Eine Untersuchung der berechneten Daten der Gitterzellen abseits der galaktischen
Ebene zeigte auch in diesem Falle keine nennenswerten Unterschiede, weshalb einmal
mehr nicht genauer auf diese eingegangen wird.
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Die Zielsetzung dieser Arbeit bestand darin den Einfluss von Spiralsto¨rungen auf die
Geschwindigkeitsmomente in Scheibengalaxien zu untersuchen.
Dazu wurden im ersten Schritt, in Anlehnung an andere Autoren (vor allem Theis &
Vorobyov (2008)), die Auswirkungen einer zeitlich konstanten Sto¨rung anhand eines
zweidimensionalen Modells diskutiert. Die dabei erzielten Daten besta¨tigen die Ergeb-
nisse von Theis & Vorobyov (2008), wonach die 3.ten Momente im radialen Bereich
der ultraharmonischen Resonanz (UHR) von der Gro¨ßenordnung der Dispersionen und
somit nicht vernachla¨ssigbar seien vollsta¨ndig.
Eine Zunahme der jeweiligen 2.ten Momente konnte abseits dieser Resonanzzone nicht
festgestellt werden.
Da im Rahmen dieser U¨berlegungen weder die inner Lindblad - noch die outer Lindblad
Resonanz (ILR bzw. OLR) im betrachteten Ausschnitt der Galaxie lagen, konnte keine
exakte Aussage zu deren Einflussnahme auf die jeweiligen Momente angestellt werden.
Das nachfolgend diskutierte dreidimensionale Modell simulierte das Potential unserer
Milchstraße. Das Hauptaugenmerk lag dabei auf den jeweiligen 2.ten Momenten, den
Dispersionen. So sollte untersucht werden, ob es mo¨glich sei das in Holmberg et al.
(2007) beschriebene disk heating der Sterne in Sonnenumgebung zu reproduzieren.
Zuna¨chst wurde der Fall einer zeitlich konstanten Spiralsto¨rung betrachtet. Dabei wur-
de festgestellt, dass die Dispersionen in radialer und tangentialer Richtung lediglich in
den Zonen der Resonanzen merkbar ho¨here Werte annehmen. Die dabei berechneten
Daten stellten sich schon nach vergleichsweiser kurzer Zeit ein und die nachfolgen-
de Entwicklung umfasste lediglich wenige km s−1. Auch die jeweiligen 3.ten Momente
wiesen in diesen Bereichen Zahlenwerte der Gro¨ßenordnung der entsprechenden 2.ten
Momente auf.
Damit folgt auch im dreidimensionalen Falle, dass die σrrr und σφφφ an den Resonan-
zen nicht vernachla¨ssigbar seien und somit die zero-heat flux Approximation an diesen
Orten keine gute Na¨herung darstellt.
Die σzz erfuhren jedoch keinerlei Einflussnahme durch die Resonanzen. Diese vertikalen
Dispersionen folgten vielmehr den Maxima der Dichte der Spirale. Bei den σzzz war
hingegen nur “Rauschen“ auszumachen.
Die somit gefundene Tatsache, dass konstante spiralartige Potentialsto¨rung zum u¨ber-
wiegenden Teil lediglich in den wichtigsten Resonanzbereichen die radialen und tan-
gentialen Dispersionen entscheidend anregen ko¨nnen und jene normal zur Scheibe wei-
testgehend unbeeintra¨chtig belassen, besta¨tigt die theoretischen Vorhersagen aus z.B.:
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Binney & Tremaine (2008) vollsta¨ndig.
Da bei der verwendeten Wahl von Ωs die schon mehrfach angesprochenen Resonanzen
fernab des Sonnenradius liegen, konnte folglich kein nennenswerter Anstieg der Disper-
sionen in diesem Bereich erzielt werden.
Wie schon erwa¨hnt, kann im Falle einer konstanten Sto¨rung allerdings auch an UHR,
OUHR und OLR keine zeitlich kontinuierliche Zunahme der σrr und der σφφ beobachtet
werden.
Somit kann auch die Verwendung einer anderen fixen Winkelgeschwindigkeit der Spi-
rale, welche die Resonanzen in Sonnenna¨he platziert nicht das gemessene disk heating
reproduzieren.
Daher muss der Schluss gezogen werden, dass zeitlich konstante Spiralsto¨rungen also
generell nicht im Stande sind die Dispersionen in Sonnenumgebung den Beobachtungen
gema¨ß zu erho¨hen.
Auch die nachfolgend betrachtete Verwendung einer zeitlich variablen Amplitude der
Spirale brachte diesbezu¨glich keine entscheidende “Verbesserung“. Zwar wurde tenden-
ziell mehr Variation der Dispersionen ausgemacht und die σii erreichten etwas ho¨here
Zahlenwerte, jedoch konnte dies wiederum nur in den Resonanzbereichen festgestellt
werden. Ansonsten wurden bei allen berechneten Gro¨ßen kaum Unterschiede zum Falle
einer konstanten Sto¨rung erzielt. Eine andere Wahl der Winkelgeschwindigkeit kann
somit auch bei der hier verwendeten Funktion von A(t) nicht die Beobachtungsdaten
der Sonnenumgebung erkla¨ren.
Allerdings soll nicht ga¨nzlich ausgeschlossen werden, dass die Implementierung einer
anderen zeitlichen Abha¨ngigkeit der Potentialsto¨rung “bessere“ Werte zu erzielen ver-
mag.
Die Resultate im Falle einer variablen Winkelgeschwindigkeit unterschieden sich we-
sentlich von den zuvor erhaltenen Werten.
Da fu¨r Ωs(t) eine monoton fallende Funktion verwendet wurde, wanderten die Reso-
nanzzonen fortwa¨hrend nach außen. Durch die stetige Verschiebung dieser Bereiche
gelang es zum einen wesentlich gro¨ßere radiale Gebiete dem Einfluss der Resonanzen
zu unterwerfen und somit zu “heizen“, und zum anderen erreichten die jeweiligen Di-
spersionen dabei wesentlich ho¨here Zahlenwerte.
In diesem Zusammenhang wurde auch festgestellt, dass die OLR vor allem die σrr zu
beeinflussen vermag. Die σφφ hingegen wiesen die sta¨rksten Vera¨nderungen in der Zone
der OUHR auf.
Dieses Verhalten wurde auch im Falle der beiden jeweiligen 3.ten Momente sichtbar.
Bei den σzz konnte einmal mehr keine wesentliche zeitliche Entwicklung festgestellt
werden und auch bei den σzzz fand man analog zu den vorangegangenen Abschnitten
nur “Rauschen“.
Jedoch gelang es nicht das in Holmberg et al. (2007) beschriebene disk heating von
Sternen in Sonnenumgebung in guter Anna¨hrung wiederzugeben. Wa¨hrend die Teil-
chen der beiden a¨ltesten betrachteten Populationen unter dem Einfluss des Durchgang
der OLR standen, war dies bei allen ju¨ngeren Sternaltern nicht der Fall. Somit fand
man vergleichsweise stark abweichende Werte bei den Zeitintervallen 8-9 Gyr und 9-10
Gyr.
Eine andere Wahl der anfa¨nglichen Winkelgeschwindigkeit Ωs(0) ha¨tte die Lage der Re-
sonanzen zu den jeweiligen Zeitpunkten verschoben. Auch die Verwendung einer anders
gearteten Funktion fu¨r Ωs(t) wa¨re im Stande die Radien der Resonanzerscheinungen
wesentlich anders zu platzieren.
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Ob die Mo¨glichkeit besteht mit dahingehenden Aba¨nderungen die beobachteten Werte
zu reproduzieren, geht u¨ber den Rahmen der hier angestellten U¨berlegungen hinaus.
Da jedoch eines der Hauptziele dieser Arbeit in der Untersuchung bestand, ob Spiral-
sto¨rungen mit zeitlich vera¨nderlicher Winkelgeschwindigkeit generell einen Anstieg der
Dispersionen bewirken ko¨nnten, kann dieser Versuch als erfolgreich bezeichnet werden.
Die Tatsache, dass die Geschwindigkeitsdispersionen normal zur galaktischen Scheibe
durch derartige Potentialsto¨rungen weitestgehend unbeeintra¨chtigt bleiben, besta¨tigt
auch hier die theoretischen U¨berlegungen aus Abschnitt 1.3 bzw. Carlberg (1987) und
Binney & Tremaine (2008) voll und ganz.
Bei dem zuletzt betrachteten Falle des kombinierten Effekts von variabler Amplitude
und Winkelgeschwindigkeit der Spirale wurde festgestellt, dass die dabei erhaltenen
Werte sehr a¨hnlich zu jenen des unmittelbar zuvor diskutierten Sachverhalts mit ledig-
lich vera¨nderlichem Ωs(t) sind und keine wesentlichen inhaltlichen Unterschiede liefern.
Da, wie schon angesprochen, der Einfluss einer variablen Sta¨rke der Sto¨rung nur ver-
gleichsweise geringe Auswirkungen auf die Entwicklung der σii aufweist, kommt dies
nicht u¨berraschend. Die dabei erzielten Extremwerte lagen durchwegs leicht ho¨her als
im vorangegangenem Falle.
Auch in diesem Zusammenhang gelang es nicht die Beobachtungsdaten der Sterne
in Sonnenumgebung zu reproduzieren. Da hierbei die Amplitude der Sto¨rung beim
Durchgang der OLR durch die Sonnenregion noch ungleich schwa¨cher war, wiesen die
Dispersionen der beiden a¨ltesten Sternpopulationen nicht mehr derart abweichende
Werte auf.
Bei diesen Simulationen mit variabler Amplitude und Winkelgeschwindigkeit kann also
sowohl das Ausmaß des Einflusses, als auch die Ausdehnung des radialen Einflussbe-
reichs der Resonanzen auf die Geschwindigkeitsmomente “gesteuert“ werden.
Durch eine “geschickte“ Anpassung und Kombination der Funktionen A(t) und Ωs(t)
scheint eine wesentlich genauere Reproduktion der in Holmberg et al. (2007) angege-
benen age-velocity relations (AVRs) durchaus mo¨glich.
Da bei sa¨mtlichen Untersuchungen zum dreidimensionalen Modell der Milchstraße die
Dispersionen in vertikaler Richtung durch die verwendeten Spiralsto¨rungen kaum “ge-
heizt“ wurden, wird die Vermutung, dass normal zur galaktischen Scheibe andere oder
zusa¨tzliche “Heizmechanismen“ ausschlaggebend sind, untermauert.
Aus diesem Grunde sind die hierbei berechneten Werte des Triaxialita¨tsparameters,
bei dessen Bestimmung die “unpassenden“ Daten der σzz einfließen, nicht als allzu den
Tatsachen entsprechend zu bewerten.
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Anhang A
Ableitung der
Bewegungsgleichungen
Die im Programm verwendeten Bewegungsgleichungen ko¨nnen mit Hilfe des Lagran-
geformalismus (siehe Fließbach (2003)) berechnet werden. Die Lagrangefunktion der
nicht-relativistischen Mechanik fu¨r konservative Systeme ist definiert als
L(q, q˙, t) ≡ T (q, q˙, t)− U(q, t), (A.1)
wobei T bzw. U die kinetische bzw. potentielle Energie bezeichnen. q steht fu¨r die so
genannten verallgemeinerten Koordinaten, hier also r, φ und z. Die q˙ beschreiben deren
zeitliche Ableitungen.
Da im Rahmen dieser Arbeit (masselose) Testteilchen in einem, mit Ωs(t) mitbewegten,
zylindrischen Koordinatensystem betrachtet werden, ergibt sich die Lagrangefunktion
(A.1) im vorliegenden Falle zu
L(r, r˙, φ, φ˙, z, z˙, t) = 1
2
[
r˙2 + r2(φ˙+ Ωs(t))
2 + z˙2
]
− U(r, φ, z, t). (A.2)
Der in Gl. (A.2) im ersten Term auf der rechten Seite auftretende Faktor r2 ist auf die
verwendete krummlinige Metrik zuru¨ck zu fu¨hren.
Die Lagrangegleichungen 2.Art lauten
d
dt
∂L(q, q˙, t)
∂q˙k
=
∂L(q, q˙, t)
∂qk
(k = 1, 2, 3). (A.3)
Wiederum repra¨sentieren die qk die 3 Ortskoordinaten. Einsetzen unserer Lagrange-
funktion in Gl. (A.3) liefert
r¨ = r(φ˙+ Ωs)
2 − ∂U
∂r
(A.4)
r2(φ¨+ Ω˙s) + 2rr˙(φ˙+ Ωs) = −∂U
∂φ
(A.5)
z¨ = −∂U
∂z
, (A.6)
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wodurch wir die zu lo¨senden Bewegungsgleichungen in radialer und vertikaler Richtung
bereits explizit erhalten. Die Gleichung (A.5) fu¨r die Bewegung in azimutaler Richtung
ergibt umgeformt
φ¨ = − 1
r2
[
∂U
∂φ
+ 2rr˙
(
φ˙+ Ωs
)]
− Ω˙s. (A.7)
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Anhang B
Berechnung der
Geschwindigkeitsmomente
Im Programm werden die Geschwindigkeitsmomente bis zur 5.ten Ordnung berechnet.
Die Momente 1.ter Ordnung sind dabei durch die Mittelwerte der jeweiligen Geschwin-
digkeiten gegeben. Aufgrund der Symmetrie des Dispersionstensors, entspricht die Be-
rechnung der Anzahl der sich unterscheidenden Elemente m pro Ordnung, der Anzahl
der Mo¨glichkeiten beim Ziehen von k Elementen aus einer Menge mit n Elementen mit
Zuru¨cklegen ohne Beru¨cksichtigung der Reihenfolge.
Zur Lo¨sung dieser Fragestellung liefert die Kombinatorik
m =
(
n+ k − 1
k
)
. (B.1)
Im zweidimensionalen Falle gilt n = 2, im dreidimensionalen n = 3. Ist also beispiels-
weise im letzteren Falle die Anzahl der verschiedenen Elemente 5.ter Ordnung gesucht,
so ergibt sich in Gleichung (B.1) eingesetzt
m =
(
3 + 5− 1
5
)
=
7!
5!(7− 5)! =
7 · 6
2
= 21.
Insgesamt werden somit im Zweidimensionalen 20 verschiedene Geschwindigkeitsmo-
mente berechnet und im Dreidimensionalen 55.
Im Folgenden werden die Beziehungen angegeben, anhand welcher im Programm die
verschiedenen Geschwindigkeitsmomente berechnet werden.
In den zweidimensionalen Simulationsla¨ufen werden jedoch alle Komponenten, welche
die z-Koordinate beinhalten, klarerweise nicht bestimmt.
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B.1 Momente 1.ter Ordnung
Wie bereits erwa¨hnt, entsprechen die Momente 1.ter Ordnung den jeweiligen Mittel-
werten.
B.2 Momente 2.ter Ordnung
Aus Gleichung B.1 folgt, dass fu¨r den zweidimensionalen Fall drei verschiedene Ele-
mente hierfu¨r existieren, und sechs fu¨r den dreidimensionalen. Sie werden berechnet
aus:
σ2rr = v
2
r − vr2 σ2rφ = vφvr − vφvr
σ2rz = vrvz − vrvz σ2φφ = v2φ − vφ2
σ2φz = vφvz − vφvz σ2zz = v2z − vz2
B.3 Momente 3.ter Ordnung
Wiederum aus Gl. (B.1) folgt: m = 4 fu¨r 2D und m = 10 fu¨r 3D.
σ3rrr = 2vr
3 − 3v2rvr + v3r
σ3rrφ = 2vφvr
2 − 2vφvrvr − vφv2r + vφv2r
σ3rφφ = 2vrvφ
2 − 2vφvrvφ − v2φvr + v2φvr
σ3rrz = 2vzvr
2 − 2vrvzvr − v2rvz + v2rvz
σ3rzz = 2vrvz
2 − 2vrvzvz − vrv2z + vrv2z
σ3φφφ = 2vφ
3 − 3v2φvφ + v3φ
σ3φφz = 2vzvφ
2 − 2vφvzvφ − v2φvz + v2φvz
σ3rφz = 2vφvrvz − vφvrvz − vrvφvz − vφvrvz + vφvrvz
σ3φzz = 2vφvz
2 − 2vφvzvz − vφv2z + vφv2z
σ3zzz = 2vz
3 − 3v2zvz + v3z
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B.4. Momente 4.ter Ordnung
B.4 Momente 4.ter Ordnung
Gleichung (B.1) liefert: m = 5 fu¨r 2D bzw. m = 15 fu¨r 3D
σ4rrrr = −3vr4 + 6v2rvr2 − 4v3rvr + v4r
σ4rrrφ = −3vφvr3 + 3vφvrvr2 + 3vφv2rvr − 3vφv2rvr − vφv3r + vφv3r
σ4rrφφ = −3vr2vφ2 + v2rvφ2 + 4vrvφvrvφ − 2vφv2rvφ + v2φvr2 − 2vrv2φvr + v2φv2r
σ4rφφφ = −3vrvφ3 + 3vφvrvφ2 + 3v2φvrvφ − 3v2φvrvφ − v3φvr + v3φvr
σ4rrrz = −3vzvr3 + 3vrvzvr2 + 3v2rvzvr − 3v2rvzvr − v3rvz + v3rvz
σ4rrzz = −3vz2vr2 + v2zvr2 + 4vzvrvzvr − 2vrv2zvr + v2rvz2 − 2vzv2rvz + v2rv2z
σ4rzzz = −3vrvz3 + 3vrvzvz2 + 3vrv2zvz − 3vrv2zvz − vrv3z + vrv3z
σ4φφφφ = −3vφ4 + 6v2φvφ2 − 4v3φvφ + v4φ
σ4φφφz = −3vzvφ3 + 3vφvzvφ2 + 3v2φvzvφ − 3v2φvzvφ − v3φvz + v3φvz
σ4φφzz = −3vz2vφ2 + v2zvφ2 + 4vzvφvzvφ − 2vφv2zvφ + v2φvz2 − 2vzv2φvz + v2φv2z
σ4φφrz = −3vrvzvφ2 + vrvzvφ2 + 2vφvrvzvφ + 2vrvφvzvφ − 2vφvrvzvφ
+ v2φvrvz − v2φvrvz − vrv2φvz + v2φvrvz
σ4φzzz = −3vφvz3 + 3vφvzvz2 + 3vφv2zvz − 3vφv2zvz − vφv3z + vφv3z
σ4φrrz = −3vφvzvr2 + vφvzvr2 + 2vφvrvzvr + 2vφvrvzvr − 2vφvrvzvr
+ vφv2rvz − vφv2rvz − vφv2rvz + vφv2rvz
σ4φrzz = −3vφvrvz2 + vφvrvz2 + 2vrvφvzvz + 2vφvrvzvz − 2vφvrvzvz
+ vφvrv2z − vrvφv2z − vφvrv2z + vφvrv2z
σ4zzzz = −3vz4 + 6v2zvz2 − 4v3zvz + v4z
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B.5 Momente 5.ter Ordnung
Hierfu¨r erha¨lt man m = 6 fu¨r 2D und m = 21 fu¨r 3D
σ5rrrrr = 4vr
5 − 10v2rvr3 + 10v3rvr2 − 5v4rvr + v5r
σ5rrrrφ = 4vφvr
4 − 4vφvrvr3 − 6vφv2rvr2 + 6vφv2rvr2 + 4vφv3rvr − 4vφv3rvr − vφv4r + vφv4r
σ5rrrφφ = 4vφ
2vr
3 − v2φvr3 − 6vφvφvrvr2 + 3v2φvrvr2 − 3vφ2v2rvr + 6vφvφv2rvr − 3v2φv2rvr
+ vφ
2v3r − 2vφvφv3r + v2φv3r
σ5rrφφφ = 4vr
2vφ
3 − v2rvφ3 − 6vrvφvrvφ2 + 3vφv2rvφ2 − 3v2φvr2vφ + 6vrv2φvrvφ − 3v2φv2rvφ
+ v3φvr
2 − 2vrv3φvr + v3φv2r
σ5rφφφφ = 4vrvφ
4 − 4vφvrvφ3 − 6v2φvrvφ2 + 6v2φvrvφ2 + 4v3φvrvφ − 4v3φvrvφ − v4φvr + v4φvr
σ5rrrrz = 4vzvr
4 − 4vrvzvr3 − 6v2rvzvr2 + 6v2rvzvr2 + 4v3rvzvr − 4v3rvzvr − v4rvz + v4rvz
σ5rrrzz = 4vz
2vr
3 − v2zvr3 − 6vzvrvzvr2 + 3vrv2zvr2 − 3v2rvz2vr + 6vzv2rvzvr − 3v2rv2zvr
+ v3rvz
2 − 2vzv3rvz + v3rv2z
σ5rrzzz = 4vr
2vz
3 − v2rvz3 − 6vrvrvzvz2 + 3v2rvzvz2 − 3vr2v2zvz + 6vrvrv2zvz − 3v2rv2zvz
+ vr
2v3z − 2vrvrv3z + v2rv3z
σ5rzzzz = 4vrvz
4 − 4vrvzvz3 − 6vrv2zvz2 + 6vrv2zvz2 + 4vrv3zvz − 4vrv3zvz − vrv4z + vrv4z
σ5rrrφz = 4vφvzvr
3 − vφvzvr3 − 3vφvrvzvr2 − 3vφvrvzvr2 + 3vφvrvzvr2 − 3vφv2rvzvr
+ 3vφv2rvzvr + 3vφv
2
rvzvr − 3vφv2rvzvr + vφv3rvz − vφv3rvz − vφv3rvz + vφv3rvz
σ5rrφφz = 4vr
2vzvφ
2 − v2rvzvφ2 − 2vrvrvzvφ2 + v2rvzvφ2 − 4vrvφvrvzvφ + 2vφv2rvzvφ
− 2vr2vφvzvφ + 4vrvφvrvzvφ − 2vφv2rvzvφ − v2φvr2vz + 2vrv2φvrvz − v2φv2rvz
+ vr
2v2φvz − 2vrv2φvrvz + v2φv2rvz
σ5rrφzz = 4vφvz
2vr
2 − 2vzvφvzvr2 − vφv2zvr2 + vφv2zvr2 − 2vφvrvz2vr − 4vφvzvrvzvr
+ 4vzvφvrvzvr + 2vφvrv2zvr − 2vφvrv2zvr − vφv2rvz2 + vφv2rvz2 + 2vφvzv2rvz
− 2vzvφv2rvz − vφv2rv2z + vφv2rv2z
σ5rφφφz = 4vrvzvφ
3 − vrvzvφ3 − 3vφvrvzvφ2 − 3vrvφvzvφ2 + 3vφvrvzvφ2 − 3v2φvrvzvφ
+ 3v2φvrvzvφ + 3vrv
2
φvzvφ − 3v2φvrvzvφ + v3φvrvz − v3φvrvz − vrv3φvz + v3φvrvz
σ5rφφzz = 4vrvz
2vφ
2 − 2vzvrvzvφ2 − vrv2zvφ2 + vrv2zvφ2 − 2vφvrvz2vφ − 4vrvzvφvzvφ
+ 4vzvφvrvzvφ + 2vrvφv2zvφ − 2vφvrv2zvφ − v2φvrvz2 + v2φvrvz2 + 2vrvzv2φvz
− 2vzv2φvrvz − vrv2φv2z + v2φvrv2z
σ5rφzzz = 4vφvrvz
3 − vφvrvz3 − 3vrvφvzvz2 − 3vφvrvzvz2 + 3vφvrvzvz2 − 3vφvrv2zvz
+ 3vrvφv2zvz + 3vφvrv
2
zvz − 3vφvrv2zvz + vφvrv3z − vrvφv3z − vφvrv3z + vφvrv3z
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B.5. Momente 5.ter Ordnung
σ5φφφφφ = 4vφ
5 − 10v2φvφ3 + 10v3φvφ2 − 5v4φvφ + v5φ
σ5φφφφz = 4vzvφ
4 − 4vφvzvφ3 − 6v2φvzvφ2 + 6v2φvzvφ2 + 4v3φvzvφ − 4v3φvzvφ − v4φvz + v4φvz
σ5φφφzz = 4vz
2vφ
3 − v2zvφ3 − 6vzvφvzvφ2 + 3vφv2zvφ2 − 3v2φvz2vφ + 6vzv2φvzvφ − 3v2φv2zvφ
+ v3φvz
2 − 2vzv3φvz + v3φv2z
σ5φφzzz = 4vφ
2vz
3 − v2φvz3 − 6vφvφvzvz2 + 3v2φvzvz2 − 3vφ2v2zvz + 6vφvφv2zvz − 3v2φv2zvz
+ vφ
2v3z − 2vφvφv3z + v2φv3z
σ5φzzzz = 4vφvz
4 − 4vφvzvz3 − 6vφv2zvz2 + 6vφv2zvz2 + 4vφv3zvz − 4vφv3zvz − vφv4z + vφv4z
σ5zzzzz = 4vz
5 − 10v2zvz3 + 10v3zvz2 − 5v4zvz + v5z
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